Induktionsbevis og sum af raekke
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taler man om en talfolge, eller blot en folge.
Andre eksempler pd folger er

1,-1,1,-1,1,-1, ., D™ .., n=1,2,3, ...

1,2,3,4,..,n, ..., n=1,2,3,..

Den almene form af en folge er

ai, dp, 43, ..., A, ...

side 1/7

og man kan opfatte en talfolge som en funktion af de naturlige tal' ind i de reelle tal. Den
almindelige funktioneditor 1 TI-89, kan ikke tegne grafen for en folge.

Til det formal skal man ga ind i MODE, fig.1, fig.1
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Man kan opfatte en talfelge som en funktion af de naturlige tal ind i de reelle tal. En gang i

mellem regnes 0 til de naturlige tal, til tider ikke. Vi vil ikke her gé ind i en leengere overvejelse
om dette, men tillade 0 at vaere med nér det passer os, og ikke med nér det ikke passer os. I

tvivistilfeelde neevnes det udtrykkeligt om 0 er med eller ¢j
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Nér man sé gér ind 1 “y="-editoren ser skeermen
ud som pa fig.3

I eksemplet pa fig.3 er folgen

indtastet, med begyndelsesbetingelsen
ar=1

Man ser at Texas Instruments har valgt

side 2/7

fig.3
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betegnelsen ul, u2, u3, osv. Tallene 1, 2, 3, osv. efter u betyder at det er forste folge, anden folge,
tredie folge, osv., ligesom skrivemaden for funktioner (yl, y2, osv.).

Nedenunder ul stdr uil: i’et star for “initial” altsd “begyndelses-*. Pé fig.3 er uil=1. Det betyder at
begyndelsesverdien for folgen er sat til 1 og er altsd det samme som

ar=1

Onsker man at se grafen folger man blot den
normale procedure:

Ga ind 1 F2 og sa&t parametrene som vist pa fig.4
(eller vaelg zoomfit)

Resultatet ses pa fig.5:
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I forbindelse med raekker er man ofte interesseret 1 at finde ud af om man kan finde summen af dens
elementer, altsa at finde en uendelig sum. Man skriver da

ataptazt+..+a,+

Skal man fx finde summen af de seks forste tal

1+2+3+4+5+6



Induktionsbevis og sum af reekke side 3/7

kan man naturligvis blot l&gge dem sammen i hovedet, eller bruge en lommeregner. Anderledes
forholder det sig hvis det er summen af de 600 eller 6000 forste tal som skal findes. Det er ganske
vist muligt at legge tallene sammen 1 hovedet eller ved at bruge en lommeregner, men det vil tage
et pant stykke tid. Sa derfor vil vi se pa om ikke der skulle vare en genve;.

Ved at skrive 1+2+3+4+5+6 pd en anderledes méde ses, at det er der:

1424+3+44+5+6 = (1+6)+Q+5+B+4)= 7+7+7 =3-7 = 21

Fidusen er altsd at parre talene, sa det forste og det sidste kommer sammen, det andet og det
naestsidste kommer sammen, osv. Ved denne metode far vi samme sum for hvert par af tal, og vi far
halvt s& mange summer som vi har tal til at begynde med. Hvis der er et lige antal tal. Vi kan pa
denne made skrive summen af de seks forste tal som

-6 (6+1)
Men hvad nu hvis det er summen af de syv forste tal? Som ovenfor skriver vi

1+2+3+4+5+6+7
= (1+2+3+4+5+6)+7
= Y%-6-(6+1)+7
= %-6-(6+1)+(6+1)
= (6+1)-(2-6+1)
= 7-%(6+2)
= %-7-8
= %-7-(7T+1)

dvs. en formel af samme form som der gjaldt for 6.
Det lader til at det er ligegyldigt om der er et lige eller et ulige antal. I begge tilfalde tor vi tro pa at
summen af de forste n tal s, kan findes saledes:

Sh = 2n(n+1)

Vi kan bevise pastanden ved et argument mage til ovenfor’, men vi vil hellere bruge en anden
fremgangsmade, kaldet et induktionsbevis.

Formlens gyldighed direkte:

Sn = 1+2+3+..+n <

Sn + Sn = (1+24+3+..+n) + (n +..43+2+]) &
2 Sy = (1+n)+(2+n-1)+...ialtnled <
2s, = n(nt+l) <

Sh = yn(n+l)
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For n =1 er det lidt kunstigt at tale om en sum, men vi vil alligevel tillade os at gere det, og regne
med at summen er 1. Bruges formlen i tilfeldet n =1, fas /2 -1(1+1) = ' -1:2 = 1. Formlen og
direkte regning giver altsd det samme, og formlen er derfor rigtig i tilfeeldet n = 1.
Forn=2harvil+2=3, og formlen giver 2 -2 - (2 + 1) = 3, s formlen er ogs4 rigtig her.

Opgave 1
Vis at formlen giver det rigtige i tilfeldene n=4 ogn =>5.

Opgave 2
Vis, ved at efterligne argumentet ovenfor, at hvis formlen er rigtig for n = 7, sé er den det ogsé
forn=28.

Men hvad med n =9, 10, 11, ...? Hvis vi skal regne efter i hvert tilfelde, er der ikke meget fidus 1 at
have en formel.

Sa vi ser pé tilfaeldet n + 1, idet vi antager at formlen er gyldig for n.

Vi antager altsa at der geelder

Sn = 1+2+3+.+n = "%-n(n+1)
og vil gerne finde et udtryk for Sp4;:
Sy1 = 1+2+3+.+n+(n+1)

(1+2+3+.+n)+n+1)
Sht(n+1)

I dette udtryk kan vi bruge vores formel for S, da vi jo har antaget at den galder. Derfor far vi
Se1 = Yn(n+1)+(n+1)

og s&ttes N + 1 udenfor parentes, har vi
Sv1 = N+DH(%n+1)= (n+1)la(n+2) = Y+ 1)({(n+1)+1)

Formlen har altsa samme udseende for n og n + 1. Dvs. at den galder for n + 1 ndr den geelder for n.
Men nu ved vi at den gaelder for n = 1. Derfor geelder den ogsa forn =1+ 1 = 2. Men sd gelder den
ogsa for n=2 + 1 = 3, hvorefter den gaelder for n =3 + 1 =4, osv. Der udleses en “kadereaktion”
eller en lavine om man vil, og vi konkluderer at formlen gaelder for et hvilketsomhelst naturligt tal,
og dermed for alle naturlige tal.

Et bevis af den type som vi lige har gennemfort, kaldes for et induktionsbevis, og at bevise en
setning ved hjlp af et induktionsbevis, kaldes at bevise ved induktion.

Den almene situation er, at man har en pastand som afthanger af n, p(n):

1. Farst viser man at pastanden er sand for n = 1, dvs. at p(1) er sand.

2. Derefter viser man, at hvis pastanden er sand for n, sa er den det ogsa for n +1,
eller, hvad der kommer ud pa det samme, at p(n) er sand medfarer at p(n+1) er
sand.

3. Af1og 2 slutter man at pastanden gelder for allen € N.
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(Man ser ofte at N ogsd omfatter 0; det er som regel ikke noget problem. I vores eksempel er det pa
den anden side nok lidt kunstigt at tale om summen af de nul forste tal; men tilleegger man denne
sum verdien 0, sa passer formlen).

Opgave 3
Vis, at

(1—%)(1—%)(1—%)...(1—#) =”2—J;1 ,neN\{1}

Opgave 4
Der findes et tal k, siledes at formlen

3+52+722+92%+.. +@2n+1) 2" = 2n-k) 2" + k

gelder for alle hele positive tal n.
Bestem k og bevis formlen.

P4 TI-89 er der en funktion som kan beregne summer’. Den befinder sig i F3, 4 og har symbolet 3,

fig.6.
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3 P4 TI’s hjemmeside kan man downloade en manual til TI-89/92+/Voyage. Adressen er
http://education.ti.com/us/product/tech/89/guide/89guidedk.html
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Vil man fx finde summen af de forste 10 tal, skriver man
(i, 1, 1, 10)
trykker pd ENTER, og straks har man svaret 55.

Opgave 5
Prov at skrive j i stedet for i, altsd X (j, J, 1, 10), og bemerk hvad der sker. Eller K i stedet for j.
Er det afgerende om man bruger i, j eller k?

I matematikken bruges i gvrigt en notation som minder meget om TI-89'erens:

iIP=1+22+3%+4>+...+n?

n
i=1

Opgave 6
Find summen af de n forste tal vha. TI-89.

Opgave 7
Brug TI-89 til at finde summen af kvadratet pa de n ferste hele tal, altsd 1 + 4+ 9+ 16+ ... + n’.

Bevis ved induktion, at det er rigtigt at denne sum er %n(n +1D(2n+ 1)

Forsag ogsa her at udskifte i med j eller k.

Og prov sd med n.

Hvad sker?

Hvordan “opfatter” TI-89 symbolet (n’, n, 1, n)?

Opgave 8
Man kalder
a+aq-+aq’+aq +..+aq"
for en (endelig) kvotientrekke.

Arsagen til dette navn er, at forholdet, kvotienten, mellem to pa hinanden folgende led er
konstant:

Find summen vha. TI-89, og vis ved induktion at det er rigtigt.

Opgave 9
a og g har samme betydning som i opg.8. Hvis man kun ser pa verdier af ¢ som (numerisk) er
mindre end 1, og lader n vokse, hvilken greenseverdi far man sé for n gdende mod oo ?
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Opgave 10
Find et udtryk for

n
+3
2
i=1

og bevis at det er rigtigt.

Vi har tidligere vist, at differentialkvotienten af et produkt er

(f1f2)' = (f1)' fz + fl(fz)'

Opgave 11
Vis ved induktion, at

(£, 6, e £) = (F) £y fpe b+ £, (F) Ty f 4ot £, £, By (F,)

I specialtilfzeldet f;(X) = f2(x) = f3(X) =... = fo(X) = X, har vi

(X") = 1 X Xeooo X+ X L Xers o X+ XX LooX 4 X X X 1= nx™!

Opgave 12
Vis denne formel direkte vha. et induktionsbevis.
Vink. Forn=1stirder (x)’=1x""=1x"=1; her er formlen altsé ok.
For n =2 star der (x*)" = 2x*" =2x" =2x; s4 ogsé 1 dette tilfeelde passer formlen.
Vis nu, at formlen galder for n+1 nér det antages at den gelder for n.

Opgave 13
Vis, at vinkelsummen 1 en n-kant, n > 3, er (n —2)-180°

Opgave 14
Vis, at summen af de forste n ulige tal er n2, altsa at
14+3+5+7+9+.+2n-1)=n’
Opgave 15
Vis, at

2">n+1,n=1,2,3, ..



