| Krumningsradius & superellipsen Side 1/4 Steen Toft Jargensen

Krumningsradius & superellipsen

Formalet med dette mini-projekt er at erhverve matematisk viden om krumningsradius af en
kurve og anvende denne viden pa det fysiske begreb balance (stabil ligeveegt):
Hvorfor kan et &g ikke sta stabilt pa spidsen, nar Piet Heins Superag kan gere det?

Baggrund:
Den 1. afledede f ' af funktionen f siger noget om grafens haldning.

Den 2. afledede f " af funktionen f siger noget om, hvordan grafens haldning andrer sig, dvs.
hvordan grafen krummer.

Antag at vi har givet en funktion f(x), som har lokalt minimum i Xo, dvs. f'(x,)=0.

Man kan i xo tegne den cirkel, som bedst fglger grafens krumning omkring xo. Denne cirkel kaldes
for grafens krumningscirklen, og cirklens radius kaldes for grafens krumningsradius R.
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Stor veerdi af f "(x,) betyder at grafen krummer meget i xo, s R bliver lille.

I et lokalt minimumspunkt x, for funktionen f(x) gaelder: |R = (uden bevis)

Cirklen

Nu vil vi fgrst og fremmest undersgge, om en cirkel har krumningsradius = cirklens radius (det vil
vi da forvente)!

Givet en cirkel med centrum i (0,0) og radius r. Ligningen for denne er som bekendt: x* +y* =r?.

y isoleres i ligningen: y =+r’ —x*.
Vi ser pa det nederste stykke af cirklen, dvs. vi skal bruge minus-tegnet.
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Vi definerer sa funktionen: f(x)=—J/r’—x> for —-r<x<r

X

e Beregnat f'(x)= (hdndregning + tjek pa T1-89)

r’ —x
2
e Beregnat f"(x)= ' (hdndregning + tjek pa T1-89)

3
(rf=x*)
e Beregnsa f "(0) og endelig krumningsradius R i punktet (0,-r)

Stemmer den med det forventede?

2 2
Man kunne have skrevet cirklens ligning pa fglgende form: (ﬁj +(1J =1, og dermed have
r r
x) x|
fundet et andet udtryk for funktionen f(x)=-r- 1—(—) =—r ~[1—(?] J for —r<x<r.
r

e Gennemfar igen beregningen ovenfor med dette funktionsudtryk

Ellipsen

Ellipsen er en oval. Den tilnaermer rimeligt eeggeformen. Planetbanerne omkring solen er eksempler
pa ellipseform.
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Ellipsen har en ligning af formen: (fj +(%) =1/, altsa helt analogt med cirklens ligning, blot er

“radius i x- og y-retningen forskellig (nemlig a hhv. b)” — hvor a og b begge er > 0.
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e Isoler y i ellipsens ligning, og udled funktionsudtrykket for den nederste del af ellipsen:
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f(x)=-b- 1—(§j :—b-(l—(ij ]2 for —a<x<a.
a a

e Beregn f'(x) (handregning + tjek pa T1-89)

e Beregn f"(x) (handregning + tjek pa T1-89)

e Beregn f "(0) (handregning + tjek pa T1-89)
2

e Visat krumningsradius R = % i punktet (0,-b)

NB: hvis a = b, sa bliver R =, dvs. det passer med udregningen for cirklen!

Ellipsens massemidtpunkt (tyngdepunkt) ligger i origo, dvs. (0,0). Krumningscirklen centrum ligger
2

i (0,-b+ %). Hvis a > b, sa vil R > b, sa tyngdepunktet ligger UNDER krumningscentret. | sa

tilfelde er ellipsen stabil, dvs. en lille afvigelse vil forarsage et sving tilbage til ligevaegten. Derfor
kan ellipsen ligge stabilt, nar a > b.

Hvis a < b, bliver ligevaegten ustabil, idet en lille afvigelse far ellipsen til at velte

Dette forklarer, hvorfor et &g kan ligge ned pa siden, men ikke sta pa enden!

NB: Du kan laese mere om ellipsen og se flot grafik pa www.matematiksider.dk/ellipser.html
(Websitet er lavet af Erik Vestergard, Haderslev Katedralskole).

Superellipsen

Piet Hein har arbejdet med den sakaldte superellipse, der er mere rektangulaer end ellipsen. Han har
brugt formen til at fremstille et bersmt mgdebord, og mange kender den 3-dim. udgave kaldet
superellipsoiden fra Piet Heins superaeg, som typisk kan kabes i en flot messingudgave.

25 25
X
Superellipsens ligning ligner ellipsens - blot er eksponenten 2.5 i stedet for 2: (gj +[%] =1
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http://www.matematiksider.dk/ellipser.html
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25\25
Isoleres y i ligningen far vi falgende udtryk: |y| = b{l(mj J for —a<x<a
a

Den del af superellipsen, som ligger i 4. kvadrant (hvor x>0 og y<0), kan beskrives ved funktionen:

X 25 %
f(x)=—b-(1—(—j J for O<x<a.
a

e Beregn f'(x) (handregning + tjek pa T1-89)

e Beregn f"(x) (handregning)
NB: Udregningerne er omfattende.

Ovenstaende udtryk for f "(x) geelder forO<x<a.
Antag at vi kan beregne f "(0) som Iirp f'(x).

e Vis pa denne made, at f "(0) =0 i punktet (0,-b)

f "(0) =0 betyder, at superellipsen er "uendelig’ flad i bunden (uanset om a eller b er starst)!
Det svarer til, at krumningsradius R er oo, dvs. at tyngdepunktet i (0,0) ALTID ligger UNDER
Krumningscentret.

Derfor star superellipsen stabilt pa underlaget (uanset om den star pa spidsen)!

NB: Du kan laese mere om Piet Hein og superellipsen pa www.matematiksider.dk/piethein.html
(Websitet er lavet af Erik Vestergard, Haderslev Katedralskole).

Generalisering af superellipsen:

p p
X
Superellipsen kan generaliseres med ligningen: [| |j +[Mj =1|, hvor p>2.

Jo starre p er, des mere rektanguler er formen!

[

Pp
Isoleres y i ligningen far vi falgende udtryk: ly|= b-[l—(mj J for —a<x<a
a

Den del af den generaliserede superellipse, som ligger i 4. kvadrant (hvor x>0 og y<0), kan
1
P\p
beskrives ved funktionen: f(x)= —b-[l—(ij J for O<x<a
a

Ved udregninger ganske som under superellipsen kan man beregne, at f "(0)=0 blotp>2.
Dvs. ALLE generaliserede superellipser (p > 2) kan sta stabilt pa spidsen!
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