
Note om fitning med funktioner Side 1/7 Steen Toft Jørgensen 

Fitning med funktioner 
 
Problemstillingen er følgende: 
 
Givet en række målepunkter. 
Bestem forskriften for den funktion, som går bedst igennem målepunkterne. 
 
Bestemmelse af denne funktion kaldes fitning. 
Fitning kaldes også regression. 
 
 
 

 

 
 
 
 
 
Eksemplet viser 4 punkter, 
hvorigennem man bestemmer 
den bedste funktion af typen: 
 

sin( )a b c x d+ ⋅ ⋅ +  
 
Dvs. en sinusformet bølge. 

 
 
IT-tekniske hjælpemidler: 
 
TI-89 lommeregneren har indbygget en stribe regressionsprocedurer. 
 
Graph softwaren har ligeledes en række muligheder, kaldet ”tendenslinje”. 
I Graph kan man definere sin egen funktionstype til regression. 
 

Baggrunden for regression 
 
Det simpleste tilfælde er naturligvis, at man ønsker at bestemme den bedste rette linje. 
Dvs. man har en funktion af typen lineær: a x b⋅ + , og ønsker at bestemme og b . a
Ved brug af differentialregning for funktioner af 2 variable kan man bevise færdige formler for a og 

 ud fra de givne punkter b 1 1( , )x y  op til ( , )n nx y  - i alt n punkter. 
Hvis funktionen skal være en proportionalitet (lineær gennem origo): a x⋅  
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En generel metode er at bestemme mindste kvadratafvigelse for en fitning med funktionen ( )f x . 
Dvs. man beregner minimum af summen af kvadraterne på afstandene fra funktionsværdi til den 
aktuelle målepunkts værdi. 
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Skal minimeres! 
 
Antag, at vi ønsker at bestemme den bedste proportionalitet ( )f x a x= ⋅  gennem de n 
målepunkter: 
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 vil afhænge af a. 

For at bestemme minimum differentieres funktionen efter variablen a: 
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a er altså bestemt med en formel direkte ud fra de n målepunkter (x1,y1) … (xn,yn). 
 
I programmet Graph kan man vælge, at den lineære tendenslinje skal gå gennem (0,0). 
 
 
Antag, at vi ønsker at bestemme den bedste lineære funktion ( )f x a x b= ⋅ +  gennem de n 
målepunkter: 
 
home3.inet.tele.dk/pmh/newtema/lsq/polreg.htm (god animation) 
home3.inet.tele.dk/pmh/newtema/lsq/mindste-kvadrat.pdf (læs side 2-3) 
 
Formlerne for a og b bliver temmelig indviklede. 
 

Matematisk baggrundsviden 
 
Når man arbejder med en funktionsfamilie, er der nogle matematiske facts, som er værd at hæfte sig 
ved. Det gør, at man kan udvælge den funktionsfamilie, der bedst kan bruges ved fitningen. 
 
Definitionsmængde 
Definitionsmængden beskriver i hvilket område x  kan være for at funktionen giver mening. 
 
Monotoniforhold 
Monotoniforhold beskriver, hvor funktionen er voksende hhv. aftagende. 
f  er voksende hvis , og aftagende hvis ' 0f > ' 0f < . 

 
Ekstremum 
Ekstremum er funktionens største værdi og mindste værdi. En fællesbetegnelse for maksimum og 
minimum. 

http://home3.inet.tele.dk/pmh/newtema/lsq/polreg.htm
http://home3.inet.tele.dk/pmh/newtema/lsq/mindste-kvadrat.pdf
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Konveksitet 
Konveksitet fortæller hvor funktionen krummer opad ( konveks ) 
 
 
og nedad ( konkav ). 
 
 
f  er konveks hvis , og konkav hvis ' ' 0f > ' ' 0f < . 

     
Periodicitet 
Hvis funktionen gentager sig selv kaldes den periodisk. Perioden er p , hvis ( ) ( )f x p f x+ =  
gælder for alle x. Eksempel: sin( )x  er periodisk med perioden 2π . 
 
Symmetri 
Hvis ( ) ( )f s x f s x+ = −  for alle x , så siges funktionen at være symmetrisk omkring den lodrette 
linje med ligningen x s= . 
 
Grænseværdi i uendelig 
Grænseværdien angiver den værdi, som funktionen nærmer sig til på lang sigt. 
 
 
Eksempel på funktioner: 
 

 
En eksponentialfunktion 

xb a⋅ er voksende hvis , 
og aftagende hvis 0 1. 

1a >
a< <

 
Altid konveks. 
 

( )Dm f = !  

 
 
 

 
 

 
Et polynomium har ofte flere 
ekstrema, og skifter ofte 
mellem at vokse og aftage. 
 
Antal ekstrema kan være op 
til n-1 for et n’te grads poly-
nomium. 
 
Grafen skifter mellem at være 
konveks og konkav. 
 

( )Dm f = !  
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Funktionen 1
x

for x>0 aftager 

og er konveks. 

 

 
( )Dm f += !  

 
Funktionen går imod ∞  for 

, og mod 0 for 0x +→ x →∞  

 
 
  

En sinus-funktion 
sin( )a b x c⋅ ⋅ + beskriver en 

harmonisk bølge, som er 
symmetrisk omkring x-aksen. 

 

 
Skifter mellem voksende og 
aftagende, mellem konveks og 
konkav. 
Funktionen er symmetrisk om 
ekstremaerne. 

Periodisk med perioden 2
b
π . 

( )Dm f = !  
 
 
 

 
 

 
En eksponentialfunktion 
ganget på sinusfunktionen 
resulterer i en dæmpet 
svingning. 
NB: ”abs” er den numeriske 
værdi, som gør af funktionen 
dæmpes også for negative x. 
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Funktionen 
2(3 )xe− − danner en 

’boble’, som ligger 
symmetrisk omkring 3x = . 
 
Funktionen går hurtigt imod 0 
i både  og i . +∞ −∞

 
 
 
 

Praktiske øvelser i Graph 
 
Data ind i Graph: 
 

Målepunkterne kan indskrives direkte i Graph som en Punktserie  
Alternativt kan måleværdierne importeres fra en CSV-fil (kommasepareret fil, som Excel har gemt). 
Brug hertil menuen: ”Filer”, ”Importer”, ”Punktserier”. På den måde kan dataene fra et fysik- eller 
kemi-forsøg let komme ind i Graph til videre behandling. 
 

I Graph beregnes en tendenslinje med ikonen , eller ved at højreklikke på en punktserie og 
vælge ”Indsæt tendenslinje” (eller brug CTRL_T). 
Ved tryk på HJÆLP-knappen ses en forklarende oversigt. 
Under fanebladet ”Brugerdefineret” kan man anvende en predefineret modelfunktion, eller lave sin 
egen. De indgående parametre kaldes $a, $b, $c osv. Og deres startværdi i iterationen angives. 
 
Øvelse 1: 
 
 

 
 

 
Givet denne måleserie, hvor x og y er kolonner. 
Indtast punktserien i Graph, og fit med en funktion af den 
indbyggede type ”Lineær”. 
Passer det? 
Bliver det bedre, hvis fittet tvinges gennem origo, dvs. (0,0)? 

 
 

 
 

Givet denne måleserie, hvor x og y er kolonner. 
Indtast punktserien i Graph, og fit med en funktion af den 
indbyggede type ”Eksponentiel”. Passer den særlig godt? Hvad 
er der galt? 
Fit nu med en brugerdefineret funktion af typen . xa b c+ ⋅
Passer det bedre? 
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 Givet denne måleserie, hvor x og y er kolonner. 

Indtast punktserien i Graph, og fit med en funktion af den 
brugerdefinerede type ”Sinusoidal” cos( )a b c x d+ ⋅ ⋅ + . 
Passer den godt? 
Lav din egen funktionstype sin( )a b c x d+ ⋅ ⋅ + . 
Hvad er forskellen fra før? 

 
 
 
 
 

 
 

 
Givet denne måleserie, hvor x og y er kolonner. 
Indtast punktserien i Graph, og fit med din egen funktionstype 

a xe
b x

⋅

⋅
. 

Du kan bagefter begrænse funktionen til området 0 til 4 i x. 
Passer den godt? 

 
Øvelse 2: 

Indtast funktionen -2 x

8
1+2 e ⋅⋅

 i Graph. Funktionen kaldes en logistisk vækst, og anvendes i opgaver 

med modeller for sygdomsudbredelse mm. Det karakteristiske er, at den starter med at være 0 i −∞ ,  
og vokser mod 8 i . Den er symmetrisk om det punkt, hvor den er nået halvt op, dvs. til y = 4. +∞
 

Brug værktøjet ”Evaluer”  i Graph til at bestemme 6 funktionsværdier. 
Start Excel, og indtast 2 kolonner med de 6 stk. x- og y-værdier. Dog således, at y-værdien ændres 
lidt, så de ikke helt passer med funktionen! 
Gem filen som en type CSV i Excel. Kald filen ”logistisk.csv”. 
 
Gå til Graph, og importer den punktserie, som hedder ”logistisk.csv”. 

Lav så en fit-funktion af typen: -c x

a
1+b e ⋅⋅

, og bestem den bedste løsning. 

Stemmer det fint med det forventede? 
 
 
Øvelse 3: 
Som i øvelse 2, blot med funktionen: 

2-(3-2 x)5 e ⋅⋅  kaldet ”boble”. 
Fit punktserien med funktionstypen: 

2-(b-c x)ea ⋅⋅ . 
NB: Visse funktionstyper kan få Graph til at bryde sammen! 
 
 

Perspektiv 
 
Inden for naturvidenskaberne fysik, kemi, biologi, statistik samt økonomi anvendes regressions-
analyse og dimensionsanalyse. 
 
www.civil.aau.dk/~i5ksj/K4%20Transportprocesser/Dimensionsanalyse.pdf
(præsentation fra Civilingeniør-uddannelsen ved Aalborg Universitet forklarer hvor langt man kan 
nå med opstilling af fitfunktion, når man alene analyserer de fysiske variables enheder) 

http://www.civil.aau.dk/%7Ei5ksj/K4%20Transportprocesser/Dimensionsanalyse.pdf
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www.fys.ku.dk/~sc/blok2/fald.pdf
(nogle fysikstuderende på Københavns Universitet har lavet et forsøg med faldmaskinen, og 
analyserer måledataene med noget software kaldet ”gnuplot”. Se omtale side 4 og graf side 6) 
 
www.aki.ku.dk/dataanalyse/week3/kinetik_fit.pdf
(på Institut for Molekulær Biologi på Københavns Universitet anvendes softwaren ”SAS” til at 
undersøge 2 modeller ved fysiologiske og biokemiske processer) 
 
www.imf.au.dk/kurser/nanostatistik/F04/noter/kap88.pdf
(Aarhus Universitet har et kursus i nanostatistik, hvor der på MEGET højt niveau regnes med 
mindste kvadraters metode) 
 
home3.inet.tele.dk/pmh/newtema/lsq/polreg.htm  (animation) 
home3.inet.tele.dk/pmh/newtema/lsq/mindste-kvadrat.pdf (teori) 
(Preben Møller Henriksen, tidl. lektor på Esbjerg Statsskole, har forfattet et stykke papir om 
mindste kvadraters metode – man kan nogenlunde følge med på de første sider. Bemærk hvordan 
han side 6 overfører problemet med fit med eksponentialfunktion hhv. med potensfunktion til det 
lineære tilfælde ved brug af ”log”) 
 
www.lmfk.dk/artikler/data/artikler/0801/0801_22.pdf
(artikel af lærer Ole Witt Hansen om ”Regression eller bedste rette linie” fra LMFK-bladet nr. 1, 
2008, side 22-25) 
 

http://www.fys.ku.dk/%7Esc/blok2/fald.pdf
http://www.aki.ku.dk/dataanalyse/week3/kinetik_fit.pdf
http://www.imf.au.dk/kurser/nanostatistik/F04/noter/kap88.pdf
http://home3.inet.tele.dk/pmh/newtema/lsq/polreg.htm
http://home3.inet.tele.dk/pmh/newtema/lsq/mindste-kvadrat.pdf
http://www.lmfk.dk/artikler/data/artikler/0801/0801_22.pdf
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