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Lineeere differentialligninger af 1. orden.

En differentialligning af formen
y' ' =9(x)-y +p(x)

kaldes linezer, idet hgjresiden er lineger i y.
NB: hgjresidens funktioner af x behgver overhovedet ikke at veere linezere i x.

Differentialligningen er af 1. orden, da kun den farste afledede af y optraeder, altsa y'.

Seéetning 1 Den linezre 1. ordens differentialligning
y'=9(x)-y+p(x),

hvor g og p er kontinuerte funktioner pa et interval I,
har den fuldsteendige lgsning

y(X)=eG(X).Ie‘G(X)-p(x)dx , forx el

hvor G er en stamfunktion til g.

NB: Nar formlen anvendes vil stamfunktionen _[e’G‘X) - p(x) dx give én mulig stamfunktion + en

vilkarlig konstant ¢ e R . Da resultatet derefter ganges med e vil den fuldsteendige lgsning veere
a formen:

y(x)=u(x)-(v(x)+c) < y(x)=w(x)+c-u(x)|. Dvs. man kan ikke blot leegge c til il sidst!

Bevis for setning 1:

Beviset tager udgangspunkt i den pastaede fuldsteendige lgsning, og regner sa tilbage il
differentialligningen.

NB: Da g og p er kontinuerte funktioner pa et interval I, vil stamfunktionerne G(x) og
_[e’G‘X) - p(x) dx eksistere. Det betyder, at eG(X)._[e’G(X’ - p(x) dx, alts& y(x) giver mening!

y(x)=e°?.[e V. p()dx < (a)

y(x)-e = [ px)dx = (b)

(y(x)-e ¢ ) - (Ie‘G‘X) - p(x) dx)' < (0)

y (x)-e W +y(x)-e 0 (-G(x)) =e - p(x) < (d)
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y (x)-e " +y(x)-e°(-g(x)=e°" - p(x) = ()
y () -y(x)-g(x)=p(x) < (f)
y (x) = g(x)- y(x)+ p(x)

Kommentarer til beviset:
a) Ganger med e ™ pa begge sider. Lovligt, da eksponentialfunktionen altid er positiv.
b) Differentierer pa begge sider.
= er klar.
< folger af, at integraltegnet indbefatter enhver stamfunktion, altsa én mulig stamfunktion
+ en konstant.

c) Anvender gangereglen for differentiation (f-g) = f -g+ f-g samt reglen for differentia-
tion af sammensat funktion (go f) =g (f(x))- f ().

60 p(x) dx er blot indmaden e **

Differentialkvotienten af Ie - p(x).
d) Bruger at G(x) er en stamfunktion til g(x). Derforer G (x)=g(X).

e) Ganger med e®™ pa begge sider (eller dividerer med e ¢ pé begge sider).
Lovligt, da eksponentialfunktionen altid er positiv.
f) Flytter led fra venstre side til hgjre side.

QED

Lasningsstruktur

Nar differentialligningen er lineaer, sa har den fuldsteendige lgsning en ganske bestemt struktur.

Som beskrevet ovenfor vil den fuldsteendige lgsning til \y "=g(x)-y+ p(x)\ veere af formen:
ly(x) =w(x)+c-u(x)|

Der gelder, at:

» Der indgar 1 arbitreer konstant (her ¢c R ), fordi der er tale om 1. orden.
Arbitreer betyder vilkarlig.
Antal arbitraere konstanter i en linear differnetialligning er lig med ordenen.

= y(x)=c-u(x) =c-e®™er den fuldsteendige lgsning til den tilsvarende homogene

differentialligning, somer|y'=g(x)-y|

Den homogene ligning fremgar ved at fjerne leddet p(x).

= y(x)=w(x) eren partikuleer lgsning til den givne inhomogene differentialligning, altsa til

y'=9(x)-y +p(x).
Partikuleer betyder blot en enkel eller en speciel Igsning.
NB: En partikulear (enkel) lgsning kan ofte opnas ved geet!
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