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Lineære differentialligninger af 1. orden. 
 
 
En differentialligning af formen 
 
  )x(py)x(g'y +⋅=  
 
kaldes lineær, idet højresiden er lineær i y. 
NB: højresidens funktioner af x behøver overhovedet ikke at være lineære i x. 
 
Differentialligningen er af 1. orden, da kun den første afledede af y optræder, altså . 'y
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Sætning 1  Den lineære 1. ordens differentialligning 
 

)x(py)x(g'y +⋅= , 
 
   hvor  g  og  p  er kontinuerte funktioner på et interval  I, 
  har den fuldstændige løsning 
 
     ,   for x ∫ ⋅= − dx)x(pe.e)x(y )x(G)x(G ∈  I 

 
  hvor  G  er en stamfunktion til  g. 

 
NB: Når formlen anvendes vil stamfunktionen ( ) ( )G xe p x− ⋅ dx∫  give én mulig stamfunktion + en 

vilkårlig konstant c . Da resultatet derefter ganges med e  vil den fuldstændige løsning være 
på formen: 

∈! ( )G x

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )y x u x v x c y x w x c u x= ⋅ + ⇔ = + ⋅ . Dvs. man kan ikke blot lægge c til til sidst! 
 
 
Bevis for sætning 1: 
 
Beviset tager udgangspunkt i den påståede fuldstændige løsning, og regner så tilbage til 
differentialligningen. 
NB: Da g og p er kontinuerte funktioner på et interval I, vil stamfunktionerne  og 

 eksistere. Det betyder, at 
( )G x

( ) ( )G xe p x− ⋅∫ dx ) x( ) ( ). (G x G xe e p x d− ⋅∫ , altså  giver mening! ( )y x
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Kommentarer til beviset: 

a) Ganger med  på begge sider. Lovligt, da eksponentialfunktionen altid er positiv. ( )G xe−
b) Differentierer på begge sider. 

⇒  er klar. 
⇐  følger af, at integraltegnet indbefatter enhver stamfunktion, altså én mulig stamfunktion 
+ en konstant. 

c) Anvender gangereglen for differentiation '( )' 'f g f g f g⋅ = ⋅ + ⋅
)

dx x

 samt reglen for differentia-
tion af sammensat funktion . ' ' '( ) ( ( )) (g f g f x f x= ⋅"
Differentialkvotienten af  er blot indmaden . ( ) ( )G xe p x− ⋅∫ ( ) ( )G xe p− ⋅

d) Bruger at  er en stamfunktion til . Derfor er . ( )G x ( )g x ' ( ) ( )G x g x=
e) Ganger med  på begge sider (eller dividerer med  på begge sider). ( )G xe ( )G xe−

Lovligt, da eksponentialfunktionen altid er positiv. 
f) Flytter led fra venstre side til højre side. 

 
       QED 
 
 
 

Løsningsstruktur 
 
Når differentialligningen er lineær, så har den fuldstændige løsning en ganske bestemt struktur. 
 
Som beskrevet ovenfor vil den fuldstændige løsning til )x(py)x(g'y +⋅=  være af formen: 

( ) ( ) ( )y x w x c u x= + ⋅ . 
 
Der gælder, at: 
 

! Der indgår 1 arbitrær konstant (her c∈! ), fordi der er tale om 1. orden. 
Arbitrær betyder vilkårlig. 
Antal arbitrære konstanter i en lineær differnetialligning er lig med ordenen. 
 

! ( )( ) ( ) G xy x c u x c e= ⋅ = ⋅ er den fuldstændige løsning til den tilsvarende homogene 
differentialligning, som er ' ( )y g x= ⋅ y . 
Den homogene ligning fremgår ved at fjerne leddet . ( )p x

 
!  er en partikulær løsning til den givne ( ) ( )y x w x= inhomogene differentialligning, altså til 

. )x(py)x(g'y +⋅=

Partikulær betyder blot en enkel eller en speciel løsning. 
NB: En partikulær (enkel) løsning kan ofte opnås ved gæt! 
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