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Logistisk differentialligning

En differentialligning af formen

Oy =y-(b-ay) eller @]y'=a-y-(M-y)]

kaldes logistsik differentialligning — eller logistisk vaekst. a og b er positive tal.

Vi vil kun kikke pa typen (1), da den anden er ganske tilsvarende.

Vi forudsaetter, at 0<y < E Det medferer, at hgjresiden y-(b—a-y) altid er positiv.
a

a M

ogtil (2):|y=——"—"Fu7

Den fuldsteendige lgsning til (1) er givet ved: |Y =——————
g gtil (L)erg y 1tc.e b lic-e

Lasningen kan bevises pa 2 mader:
= Ved brug af separationsmetoden
= Ved smart indfgring af ny variabel

Bevis (separationsmetoden):

Pga. forudszetningenomat 0< y < 9, sa er g(y) i separationsmetoden altid = 0.
a

Dvs. forudseetningerne for at anvende separationsmetoden er opfyldt.

1
=y-(b-ay) < m dy=dx < Iy(b ay) Idx

TI1-89 bruges nu til at opdele brgken under integraltegnet i 2 sakaldte partialbrgker, som man kan
finde stamfunktion til.

TI-89 indtastning: expand(1/(y*(b-a*y)))
a

Giver svaret: -
b-y b-(a-y-b)

1 a
oay @=l& = I(by b-(a-y— b)J d=fox

1 1 1
jﬂ-dy—Jm-dy:jdx S B-J.?dy——-'[—-dyzj‘dx &

%-In|y|—%.ln

y—E‘:x+k < n
a
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Hvor k € R er en konstant.

Y _ obxibk Y bk gbx Y ) L abx
p= ¢ = p=¢ ¢ b k,-e
y—— y—-- y—-
a a a
Idet 0 < y<E sikrer, at Lb<0. Hervil k, eR, .
a y—2
a
L:_kz.eb'x = y:_kz.eb'x.y+k2.eb'x.9 = i.e’b'x.y:_y_FE
y_E a k2 a
a
b
—b-x b —b-x b 5
cey=—y+— < (1+c-e )~y:— S Y= =
a a 1+c-e
HererceRR,.
Eksempel:
Lasningskurve tegnet for vaerdierne:  a=3,b=2o0gc=4.
Ty =320 1+t -Fh )

1FH

,_._
=
in
=
in
|l
—
in
[

25

Asymptoter:
b
a

Lasningskurven —
l+c-e

——=—— har 2 vandrette asymptoter: y=0 og y = g.

y =0 er asymptote for X > —c0, 09 y = b er asymptote for x —» .
a

Bevis (ny variabel):

Lad z =1. Det er veldefineret,da 0 < y < E
y a

NB: 0< y<E betyder ogsa, at z >%.
a

=

QED
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1 1 . - e
I== & y== <& y=1z", som indsettes i differentialligningen:
z

-2 1

y'=y-(b-ay) & (z')=z'(b-a-z') o -1z7%z

=b-z7%'-a-z2? o

Ganger med z° pa begge sider:

-z'=b-z-a & z'=-b-z+a
Denne differentialligning er linezer med konstante kofficienter.

Den nye variabel gar, at den logistiske differentialligning omformes til en linezr differentialligning
med konstante koefficienter,

Fra tidligere:
Differentialligningen y'=a-y+b har den fuldsteendige lgsning y = —E+ c-e® hvorceR.
a

. a b a b
Hermed kan z'=—b-z+a lgses som z=——b+c-e LANIPEN z=E+c-e bx

a
Daz>—,miceR,.
b

Nu kan vi regne tilbage til y:

b
7= E-i- c- e’b'x P i .pbx a; . a
b y B+c-e’b'X 1+—-c

Den nye konstant i navneren E'C kan kaldes k.
a

Da ce R, oga og b er positive konstanter, ma k e R,
b

S& lyder formlen: y=—2_ hvor keR, .
1+k-e™”

PS: Det er naturligvis det samme om konstanten kaldes c eller k.

QED
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