Differentiation
Tangent, ekstrema og monotoni

¥ Tangent

Eksempel 12 side 25-26
;> restart

>f==x—>x2—6-x+1
i fi=x—oxX —6x+1 (1.1)
> x0 = solve( f'(x) =-3, x)

3

] x0 = By (1.2)
;Mulig tangent:

> y=f(x0) +f(x0)-(x —x0)

y=- % 3y 1.3)

[ Konklusion: dette er IKKE den angiven liniey =-3-x — 1

_> tangent == x—rhs((1.3)) : tangent(x)

% —3x (1.4)
[ > linie := x—-3-x— 1
linie . =x—-3x—1 (1.5)

=> plot({ f, tangent, linie})
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=> plot({ f(x), tangent(x), linie(x) }, view=[0..3,-10..0], labels =[x, y])

10



_10_

Her ses tydeligt, at tangenten og den givne linie ikke falder sammen.

7 Tangent
Eksempel 13 side 26

=> restart

>f==x—>%-x3—3-x+1
f:=x—>%x3—3x+1 2.1)

[ Givet tangenten: y =3-x — 7
Er der andre tangenter med samme hzldning?
B solve( f'(x) =3, x)
i 2,-2 2.2)
> x0:=2
x0:=2 23)

> ) =7(x0) +/(x0)- (x —x0)




(> x0:=-2

> ) =7(x0) +/(x0)- (x —x0)

[ Konklusion: Linien y=3-x +9 er ogsa tangent til grafen for /' (x)

y=-74+3x

y=9+3x

B tangentl := x—rhs((2.4)) : tangentl(x)

-7+3x

_> tangent2 := x—rhs((2.6)) : tangent2(x)

> plot({ f, tangentl, tangent2}, view=[ -5..5,-10..101], labels =[x, y])

943x
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Ekstrema og monotoni
Eksempel 14 side 28-29

|:> restart
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> fi= x—oxt =42+ 1 f(x)
] =441 3.1
Grafer:

> plot(f)
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=> plot(f(x),x=-2.5.2.5)
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_Monotoniforhold:

B solve(f'(x)=0,x)

0,V2,-V2

Funktionen har vandret tangent 3 steder: x =0, + J2

> solve( f'(x) > 0, x)

i RealRange( Open( —\/7) , Open(0) ), RealRange( Open(ﬁ) , 00)
B solve( f'(x) <0,x)

i RealRange( - oo, Open( —\/7) ), RealRange(Open(O), Open(\/?) )
[NB: "RealRange" betyder interval.

_Monotoniforhold:
Funktionen er voksende i intervallerne [- \/7 ; O] og [\/7 ; 00[
Funktionen er aftagende 1 intervallerne ]-oo;- \/7 ] og [0; \/7 ]

3 vandrette tangenter gnskes indtegnet:

(3.2)

(3.3)

(3.4)



> tangentl = x—>f( —\/7) : tangentl(x)
-3

> tangent2 := x—f(0) : tangent2(x)

> tangent3 = x—>f(\/7) : tangent3(x)
-3
_> plot({ f(x), tangentl(x), tangent2(x), tangent3(x) }, x =-2.5..2.5, view=[-2.5..2.5,-5
..10], labels =[x, y])
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_Lokale ekstrema:
> -V2,1(-V2)
i -V2,-3
> 0,/(0)
i 0,1
> V2,/(V2)
J2,-3

> minimize( f(x))

(3.5)

(3.6)

3.7

(3.8)

(3.9)

(3.10)



4

-3
> minimize( f(x), location)
S AHx=v2} -3] Hx=-v2), -3}
> minimize( f(x), x=-3..0, location)
3, {{x=-v2'}, -3]}
> minimize( f(x),x=0.3, location)
-3, {[{x=v2} -3}

> XMINI = rhs((3.13)[2, 1, 1, 11); xMIN2 := rhs((3.14)[2, 1, 1, 1])

XMINI = -2

i XMIN2 =2
> f(xMINI); f(xMIN2)

-3
i -3
> maximize( f(x))
=> maximize( f(x),x=-1..1)

1

> maximize( f(x),x=-1..1, location)
L, {[{x=0},1]}
> xMAX == rhs((3.19)[2, 1,1, 1])
i XMAX =0
> f(xMAX)
1
_Lokale ekstrema:

Funktionen har lokalt minimum 1 (- \/7 ,—3 ) ogi (\/7 ,—3 )
Funktionen har lokalt maximum 1 (0, 1).

Ekstrema og monotoni
Eksempel 15 side 30-31

| > restart

> fr=x>2—4x+x

i fi=x—>2—dx+x
> plot(f)
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=> plot(f(x),x=0..2)
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=> plot( f(x),x=0..0.1)
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(> XMIN = solve( f'(x) =0, x); evalf (%)
_ 1
xMIN = N
i 0.01562500000
> f(xMIN); evalf (%)
33
16
2.062500000

B solve( f'(x) >0, x)
RealRange(Open(O), Open( L ) )

> solve( f'(x) <0,x)

1
RealRange(Open( 4 ), 00)

_Konklusion:

Funktionen er voksende 1 [0; é

1
f - .
og er aftagende i [ ” ,00[

Funktionen har globalt maksimum i

4.2)

4.3)

(4.4)

(4.5)



_L (— —) ~ (0.016; 2.063)

¥ Ekstrema og monotoni
Eksempel 16 side 32-33

=> restart

> fi= x—>%-x3 —X
fi=x—>—x —x (5.1)

> plot(f)
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=> plot( f(x),x=-3..3)
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i ¥ -1
> solve(f'(x) =0, x)
I, -1

> solve( f'(x) > 0, x)
RealRange( - o, Open(-1)), RealRange(Open(1), o)

> solve( f'(x) <0,x)
RealRange(Open(-1), Open(1))

_Monotoniforhold:

¥ Ekstrema og monotoni
Eksempel 17 side 33

|:> restart
Defineret forx > 0

(5.2)
(5.3)
(5.4)

(5.5)

| / er voksende 1 intervallet |- ;- 1], aftagende 1 intervallet [ - 1; 1] og voksende i intervallet [ 1; [



> fi=x—>2— —
f=x—>2—— 6.1)

=> plot(f(x),x=0.5,y=-3.2)
2_

L (6.2)
X

> solve( f'(x) > 0,x)
RealRange( - o, Open(0) ), RealRange(Open(0), o) (6.3)

>
_ LKonklusion: f er voksende i intervallet ]0; oo [

¥ Ekstrema og monotoni
Eksempel 18 side 34

|:> restart
Defineret forx > 0




>f:=x—>5—£—x2
X

2 2
:: 5 —_ —
f=x— L "

[> plot(f(x),x=0.5,y=-10.5)

5_

_10_

> f(x)

B solve( f'(x) =0, x)

> with(RealDomain)

[, N, ™, arccos, arccosh, arccot, arccoth, arccsc, arcesch, arcsec, arcsech, arcsin, arcsinh,
arctan, arctanh, cos, cosh, cot, coth, csc, csch, eval, exp, expand, limit, In, log, sec, sech,

1 1 1 1
1,2 21ﬁ,2+2lﬁ

signum, simplify, sin, sinh, solve, sqrt, surd, tan, tanh ]

=> solve( f'(x) =0, x)

B solve( f'(x) > 0, x)

1

(7.1)

(7.2)

(7.3)

(7.4)

(7.5)



> f(1)

RealRange( - o, Open(0)), RealRange(Open(0), Open(1))

> solve( f'(x) <0,x)

RealRange(Open(1), o)

 Monotoniforhold:
|/ er voksende for 0 < x < 1 og aftagende forx > 1

2

> maximize( f(x), x > 0, location)

2, {[{x=1}2]}

- :Ekstremum: / har maksimum i punktet (1,2)

¥ Toppunkt for parablen

Saetning 12 side 34

=> restart

> f(x)

> f(x)

> fi= x—ax +bx+c

f:=x—>ax2—|-bx+c

ax2+bx+c

2ax+5b

=> xTOP = solve( f'(x) =0, x)

xTOP = - L4

> JTOP = f(xTOP)

2
Toppunktet for parablen ligger i punktet ( L 2, SRR + c) = ( -

hvor d =b> — 4-a-c er diskriminanten.
Hyvis a > 0, gar grenene opad, sa er toppunktet et minimumspunkt.
| Hvis a < 0, gér grenene nedad, sé er toppunktet et maksimumspunkt.

¥ Toppunkt for parablen

Eksempel 19 side 35

=> restart

> plot(f)

> fi= x—=02x —x+3

f::x—>0.2x2—x—|—3
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-10 50

=> xTOP := solve( f'(x) =0, x)
xTOP :=2.500000000

(> f(xTOP)
1.750000000

[ Konklusion: Toppunktet ligger i (2.5, 1.75)

¥ Vandret vendetangent

Side 35-36

;> restart

>f:=x—>x3—3'x2+3'x+1

i f:=x—>x3—3x2+3x+1
> plot(f(x),x=-1.3)
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> f(x)
] 325 —6x+3
> solve(f'(x) =0, x)
i 1,1
> x0:=1
i x0:=1
> f(x0)
i 2
> tangent == x—f(x0) + f'(x0) - (x — x0) : tangent(x)
2

=> plot({ f(x), tangent(x) },x=-1.3)
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=> plot({ f(x), tangent(x) },x=0..2)




_Funktionen har vandret vendetangent i punktet (x, y) = (1, 2)
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