CHIM2-test Side 1/20 Steen Toft Jergensen
2 . 2
¥ -fordeling og ¥ -test

Y Generelt om xz-fordelingen

xz-fordelingen er en kontinuert fordeling, modsat binomialfordelingen som er en diskret fordeling.
Fordelingen er s@rdeles kompleks at beskrive med matematiske formler.
%*-test blev opfundet af Pearson omkring ar 1900.

http://en.wikipedia.org/wiki/Chi-squared distribution

http://en.wikipedia.org/wiki/Pearson%?27s_chi-squared test

Greeske bogstaver:

O x: chi [udtales "ki"]
O v: ny (antal frihedsgrader i xz-fordelingen)
O W my (middelveerdi i en fordeling)

| [ ¢: sigma (spredning i en fordeling)

. 2 .
Vi definerer en stokastisk variabel X, som er  -fordelt med v frihedsgrader:

;> restart
| > with(Statistics) :
| > X = RandomVariable( ChiSquare(v) ) :

Vi beregner middelverdi og spredning (generelt):

_> R = Mean(X)
n:=v (1.1)

> © = StandardDeviation(X)
o=v2Z v 1.2)

Xz—fordelingen har middelveerdi=v og spredning =/ 2-v

[ Test af sandsynlighederne med integralregning:

NB:
PDF (X, x) angiver "ProbabilityDensityFunction" (teethedsfunktionen for fordelingen)
CDF (X, x) angiver "CumulativeDistributionFunction" (kumulerede sandsynlighedsfordeling)

| Den samlede sandsynlighed 1 xz—fordelingen skal vaere 100%, dvs. 1:

[e<]

> J PDF(X, x) dx
0

1 (1.3)
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¥ Grafer over xz-fordelingen (grafen athaenger af v = antal
frihedsgrader)

Hvordan ser grafen for y’-fordelingen ud?
Lad os variere antal frihedsgrader v fra 1 til 10.

Vi vil gerne tegne graferne i samme koordinatsystem.
Forst beregnes alle graferne, og gemmes 1 variablen PlotPDFChi2 hhv. PlotCDFChi2, .

Og graferne skal have forskellig farvetone.
Derefter tegnes alle graferne i samme koordinatsystem med kommandoen display:

;> with(plots) :
| Taethedsfunktionen PDF for Xz-fordelingen:

> for v from 1 by I to 10 do PlotPDFChi2, = plot(PDF(X, x),x=0..10, view=[0..10, 0

041, colorZCOLOR(RGB, (IO;V) 0, (V;I) )) end do:

> display( [seq(PlotPDFChiZV, v=1 ..10) ], caption
= typeset("PDF for Chi2-fordelingen med antal frihedsgrader v fra 1 (red) til 10 (bla)") )
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| Kumulerede sandsynlighed CDF for xz-fordelingen:

> for v from 1 by I to 10 do PlotCDFChi2,, := plot(CDF(X, x),x=0..10, view=[0..10, 0

..1],color=COLOR(RGB, (109_\') 0, (V;I) )) end do:

> display( [seq(PlotCDFChin, v=1 ..10) ], caption
= typeset("CDF for Chi2-fordelingen med antal frihedsgrader v fra 1 (red) til 10 (bla)") )
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CDF for Chi2-fordelingen med antal frihedsgrader fra 1 (red) til 10
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| Givet en tabel med 3 handelser:

(bla)

Y ,-test for "Goodness of fit" (passer data med forventning?)

\ 4 Eksempel 129 side 188-189 i Grundbogen B2
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veerdi)

Vi skal undersgge om de observerede hyppigheder stemmer med de forventede!

;> restart
| > with(Statistics) :
| > X := Random Variable( ChiSquare(Vv) ) :

Antal frihedsgrader i en "Goodness of fit'"-test = v=antal mulige udfald -1
>v:i=3-—1

vi=2 @3.1.1)

[ Tabellen skrives op igen, sa tallene ligger i nogle variable, sa vi kan regne videre pa dem:

Heandelse H, H, H,

Observer |:> h,
et
hyppighe
dl

(ved
testen)

Forvente
de > prHAZ P22 P

frekvens
(teoretisk
veerdi)

[> n, = by =

Nulhypotesen HYP, er, at testens resultat stemmer med de teoretisk givne sandsynligheder.

Signifikansniveau = 5%.
[ Antal udferelser af forseget: n =100:

> = by +hy +
n =100 3.1.2)

xz—teststﬂrrelsen 0O beregnes med formlen i faktaboks 11 side 186:

h,—n-p h,—n-p h,—n-p
_ 1 1 + 2 2 + 3 3
n-p; n-p, n:-ps

0
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v+1 (h.—n )2
> Q= : ; evalf (%)
i=1 n-p;
37
2= 00
0.3700000000 (3.1.3)

Vi ensker at beregne sandsynligheden: P(Q > 0.37) = P(x2 > 0.37 )
Dette tal kaldes p-veerdien.

(> pVAERDI = 1 — CDF(X, Q); evalf (%)

37
pVAERDI:=¢ %
0.8311042839 (3.1.4)

[ Konklusion:

Der er hele 83% sandsynlighed for at testen har en Q-vaerdi sterre end 0.37
Nulhypotesen HYP, kan altsa ikke forkastes pé f.eks. 5% signifikansniveau.
Y EKSTRA:

Man kan oprette en funktion P, som beregner sandsynligheden:

[> Pi=x—evalf(1 — CDF(X,x)) :
> P(Q)

0.8311042839 (3.1.1.1)

Hyvis signifikansniveauet er 5%, kan vi beregne hvor stor Q skulle veere for at forkaste
nulhypotesen:

NB: Sa skal den kumulerede sandsynlighed vere 0.95, dvs. 1-0.05.

> Signifikansniveau = 0.05

i Signifikansniveau := 0.05 3.1.1.2)
> q = Quantile(X, 1 — Signifikansniveau) : evalf (%)
5.991464547 (3.1.1.3)

[ Altsa er den kritiske veerdi g = 6.0

[ Test af sandsynlighederne med integralregning.
| Sandsynligheden for den kritiske mangde skal vare 5%, dvs. 0.05:

[ee]

> J PDF(X, x) dx

q
0.05000000000 3.1.14)

[ Dette onskes illustreret grafisk:
| Grafen over xz-fordelingens frekvensfunktion:
| > plotPDF = plot(PDF(X, x),x=0..10, view=[0..10,0..0.4]) :
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| Grafen over den kritiske mangde:

> plotKRITISKMANGDE := plot(PDF (X, x),x=¢q..10, view=1[0..10, 0..0.4], filled,
caption ="Kritisk mengde er markeret med rodt") :

;Graferne tegnes 1 samme koordinatsystem:
| > with(plots) :
> display(plotPDF, plotKRITISKMANGDE)

0.4 1
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O ! I ! I !
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X
Kritisk mangde er markeret med rodt

[ Hvis O lander i det rode omrdde (den kritiske meengde), sd forkastes nulhypotesen.
Ovenfor fik viy -teststorrelsen Q til 0.37, sé den ligger absolut ikke i den rede kritiske

| maengde.

¥ Opgave 5037 side 104

Genetik: Mendels eksperiment med arteblomster side 150-152 i
Arbejdsbogen B2

Heandelse H, H,

Observeret | 5474 | 1850
hyppighed]
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(ved testen)

Forventede 3 1
frekvens 4 4
(teoretisk
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| > restart
| > with(Statistics) :
| > X := RandomVariable( ChiSquare(Vv)) :

Antal frihedsgrader = 2-1=1, da der kun er 2 mulige udfald:

>vi=2-—-1
vi=1 3.2.1)

Heandelse H, H,

Observeret |:> hy
hyppighed]
(ved testen)

Forventede . .
frekvens > P> =

(teoretisk
veerdi givet
ved
Mendels
love for
arvelighed)

I
1
\'%
=
[\ )
|

Nulhypotesen HYP, er, at observationerne stemmer med Mendels love.

Signifikansniveau = 5%.

(> n=h, +h,

i n="7324 (3.2.2)
> p,tp,

| (3.2.3)

2
X -teststorrelsen O beregnes med formlen i faktaboks 11 side 186:

h,—n-p h,—n-p
1 1 + 2 2
n-p; n-p,

Q:
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v+1
(hl. — n~pi)
> Q= " evalf (%)
i=1 np;
1444
Q:= 5493
0.2628800291 (3.2.4)

2
Vi ensker at beregne sandsynligheden: P(Q > 0.26) = P(x > 0.26)
Dette tal kaldes p-verdien.

=> pVerdi =1 — CDF (X, Q) : evalf (%)
0.6081484044 (3.2.5)

_Nulhypotesen HYP, kan altsa ikke forkastes, da der er hele 61% sandsynlighed for at

testen har en Q-veerdi storre end 0.26.
Dvs. pa 5% signifikansniveau ma man acceptere Mendels love for arvelighed.

Hyvis signifikansniveauet er 5%, kan vi beregne hvor stor Q skulle vare for at forkaste
nulhypotesen:

NB: Sa skal den kumulerede sandsynlighed vere 0.95, dvs. 1-0.05.

> Signifikansniveau = 0.05

i Signifikansniveau = 0.05 (3.2.6)
> q == Quantile(X, 1 — Signifikansniveau) : evalf (%)
3.841456066 3.2.7)

[ Altsd er den kritiske veerdig = 3.8

| > with(plots) :

> plotPDF := plot(PDF (X, x),x=0 .10, view=1[0..10, 0..1], color =blue) :
plotMANGDE = plot(PDF (X, x),x=¢q ..10, view=[0..10, 0..1], filled) :
display( plotPDF, plotMANGDE)
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[ Hvis Q lander i det rode omrade (den kritiske meengde), sa forkastes nulhypotesen.

Ovenfor fik vi Xz— teststarrelsen Q til 0.26, sd den ligger absolut ikke i den rede kritiske mangde.

Y Opgave 5028 (valg) side 100 i Arbejdsbog B2

Heandelse

H,

H,

Hy

H,

Observeret
hyppighed]
(ved testen)

250

180

450

120

Forventede
frekvens
(stemmeproce
nt ved sidste
valg)

0.27

0.16

0.39

0.18

=> restart

| > with(Statistics) :
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| > X := RandomVariable( ChiSquare(Vv)) :
Antal frihedsgrader = 4-1=3, da der kun er 4 mulige udfald:

(> vi=4—1
vi=3 3.3.1)

Heandelse H, H, H, H,

Observeret |:> hy 3 |:> hy = |> hy |:> hy 7
hyppighed] )
(ved testen) -

Forventede |:> 2% |:> P, =] > p; |:> =
frekvens i
(stemmeproce
nt ved sidste
valg)

V¥ a)
Antal personer, som deltager er 1000:

v+l
> ni= Zhi
i=1

i n :=1000 3.3.1.1)
Den samlede sandsynlighed er 1:

v+1

> 2p
i=1

1.00 (3.3.1.2)

¥ b)
Forventede hyppigheder:

Hendels H, H, H3 H,
e

Forvente|| > »n > n-p, > np, > np,

h Al1603.32.2)|| 3332|1332
JPPE 270000 00 90.00 80.00

(ved
testen)

79
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Nulhypotesen HYP;: Stemmefordelingen har ikke ndret sig siden sidste valg.

Signifikansniveau = 5%.

Yd)
2
| -test:

2
X -teststorrelsen Q beregnes med formlen i faktaboks 11 side 186:

h,—n-p hy—np, h,—n-p hy—n-p
1 . 2.3 3, 4 4
n-p; n-p, n-p, n-py

ST SR ——

0:=33.21225071
33.21225071 (3.3.4.1)

[ 2
Vi ensker at beregne sandsynligheden: P(Q > 33.2) = P(x > 33.2)
Dette tal kaldes p-veerdien.

> 1 — CDF(X. Q) : evalf (%)
2.905 107 (3.3.4.2)

_Sandsynligheden er altsa naermest 0!

[ Hvis signifikansniveauet er 5%, kan vi beregne hvor stor Q skulle vare for at forkaste
nulhypotesen:

NB: Sa skal den kumulerede sandsynlighed vere 0.95, dvs. 1-0.05.

> Signifikansniveau = 0.05

i Signifikansniveau = 0.05 (3.3.4.3)
> g = Quantile(X, 1 — Signifikansniveau) : evalf (%)
7.814728288 (3.3.4.4)

[ Altsi er den kritiske veerdi: qg = 7.81

Da Q-vardien er 33.2, som er langt over den kritiske veerdi pd 7.81, sa er det meget
usandsynligt, at nulhypotesen holder.
HYP, ma derfor forkastes.

Dvs. stemmefordelingen har med stor sandsynlighed @ndret sig siden valget.

| > with(plots) :
> plotPDF := plot(PDF (X, x),x=0 .40, view=[0..40, 0..0.3], color = blue) :
plotKRITISKMANGDE = plot(PDF (X, x),x =q ..40, view=1[0..40, 0..0.3], filled) :
display( plotPDF, plotKRITISKMANGDE)
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[ Der er saledes kun 5% sandsynlighed for at lande i det rede omrade (den kritisks mangde).

2 . . .
X -testen gav Q-verdien 33.2, s det er utrolig usandsynligt, at ramme sa langt ude.
Derfor mé nulhypotesen forkastes!
Stemmefordelingen har altsd“@ndret sig.

Y /-test for "uafhzengighed' (er to parametre uafhzengige af

[ Vi ensker at undersege, om rygning er uafthangig af ken.
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| > with(Statistics) :
> X = RandomVariable( ChiSquare(v) ) :

r

Drenge 90 80 30

Piger 125 75 50
;> restart

N L M Sum
Obser| ;. |00 |(over10
vered |rvgere) | cigaretter | cigaretter
pr. dag) | pr. dag)
(¥
hyppi
ghede
r
Drenge > hpyAl> by > hpy |5 hp
hDN:: 9( L — =
hp, =80
DL o QL @
- ML =200
Piger > hp > hp > bpy ([> By
hoy = 14| ) =7 p -
C | K | LR (4.4
L | =250
Sum > hy=||> h; > hy, > hypr
h =155 h,  @1f|h,, @]
IISON (S

| Signifikansniveau = 5%.

Nulhypotese HYP, : rygevaner er uafthzengig af ken.

Vi vil nu beregne de forventede antal personer i hver kategori:

Steen Toft Jergensen

Dataene fra tabellen ovenfor indtastes, sa vi kan regne videre med dem 1 Maple, og der tilfgjes
vandrette og lodrette summer:
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ind( %)
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N L M Sum
Forve| ;. rygere) | (0-10 (over 10
ntede cigaretter pr. cigaretter pr.
. dag) dag)
hyppi
ghede
r
Drenge > fhpy > fhp > fhpy > fhy = fhpy
h h h aF
= eva’] [ D E%V%lej [ _D :.#L%\/ab D .iﬁgDL i
hIALT h[ALT fh}lIAL:T D
Jhpn JH413) f4,14) (4.15) D
= 95.555§5556 = 68.8888R889 = 200.0\
- — 35\ 00000\
555\ 0
555\ 200 4.16)
|56
Piger > fhpy > fhpy > fhpy, Jhp = fhpy
hp hp hp  +/fhpp
= evalf it evallf Hevalf | ——- .
[ Mgy N%V [ Pt L%v [f}}lll4LT mﬁPM’ roynd( %)
Jhpy J@.17) f4,18) (4.19) '
= 1194444444 =86 111][111144.\ 249.9\
- - 444\ 99999\
444\ ?
44 250
Sum > fhy fhy > fhy Sy
= fhp||t fhpy; rounfbGit fhp, ; roenisd+ fhp,, reando)
Shy = fhy = Sy = + fhp;
21\ 15\ 80.\ ﬁound(
5. 5. 000\ P )
00\ 00\ 000\ IALT"
00\ 00\ 00 449.9\
00\ 00\ 80  (4.23) 99999\
0 0 9
| 215 @21 || 155 (@d.22) 450
Antal frihedsgrader i en uafhsengighedstest er:
(antal reekker med data - 1) - (antal sojler med data — 1)
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>vi=(2-1)-(3=1)
vi=2 (4.25)

[ Nu kan de 2 tabeller sammenlignes:

2
X -teststorrelsen Q beregnes med formlen i faktaboks 11 side 186:

> 0= (how = Ppy)’ L (o —fpy)’ Y ~ o)’ RCEY —fhpy)’
Ty Jhpr Thour Shpy
(hPL _fhPL)2 (hPM _fhPM)2
+ +
Shpg Shpy
0 = 5.369701808 (4.26)

Vi ensker at beregne sandsynligheden: P(Q > 54) = P<x2 > 5.4)
Dette tal kaldes p-veerdien.

(> pVAERDI = 1 — CDF(X, Q) : evalf (%)
0.0682313663 4.27)

 Da p-verdien er ca. 6.8%, som er (lidt) sterre end signifikansniveauet pa 5%, kan
nulhypotesen HYP, ikke forkastes.

S4 vi ma acceptere, at rygning er uafhaengig af ken.
Men det var taet pi, at vi kunne forkaste nulhypotesen!

[ Hvis signifikansniveauet er 5%, kan vi beregne hvor stor Q skulle vaere for at forkaste
nulhypotesen:

NB: Sé skal den kumulerede sandsynlighed vare 0.95, dvs. 1-0.05.

> Signifikansniveau = 0.05

i Signifikansniveau := 0.05 (4.28)
> ¢q = Quantile(X, 1 — Signifikansniveau) : evalf (%)
5.991464547 4.29)

[ Altsd er den kritiske veerdi: qg = 6.0

Da Q-verdien er 5.4, som er mindre end den kritiske verdi, s mé& nulhypotesen accepteres.

| > with(plots) :
> plotPDF = plot(PDF (X, x),x=0 .40, view=1[0..10, 0..0.4], color = blue) :
plotKRITISKMANGDE = plot(PDF (X, x),x=¢q ..10, view=1[0..10, 0..0.4], filled, caption
= "Kritisk mengde er markeret med rodt") :
display( plotPDF, plotKRITISKMANGDE )
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0 2 4 6 8 10
x
Kritisk mangde er markeret med rodt
[ Der er saledes kun 5% sandsynlighed for at lande i det rode omrade (den kritisks mangde).
xz-testen gav Q-vardien 5.4, sé det er tet pd den kritiske mangde, men dog til venstre for denne.
_LMen trods alt udenfor dne kritiske mangde, derfor kan nulhypotesen ikke forkastes.

V¥ Simulering, hvor et forseg gentages mange gange

Med Maple kan man simpelt simulere, at et eksperiment udferes mange gange.

;> restart
| > with(plots) :
| > with(Statistics) :
| > X = RandomVariable( ChiSquare(v) ) :
>v:i=4
v:i=4 (5.1)

[ Keor nedenstiende med forskellige veerdier af AntalTests:

AntalTests er det antal gange som testen udferes.




CHI"2-test Side 18/20 Steen Toft Jergensen

(> AntalTests == 10000
AntalTests == 10000 (5.2)

Nu laves simuleringen:

:> S == Sample( X, AntalTests) :

\ 4 Plot af simuleringen:

> H = Histogram(S, range=0..10, color =blue) :
display(H, view=[0..10,0..0.4])

0.4 1

0.3 1

\ 4 Plot af den forventede fordeling:

> P = DensityPlot(X, color =red, thickness =2) :
display(P, view=1[0..10,0..0.41])
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V Plot i samme koordinatsystem:
> display(P, H, view=10..10,0..0.4])
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