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3. Differentialligningen y'=y- (b — a-y)
Logistisk vakst

Satning:
Den fuldsteendige losning til den logistiske differentialligning y'=y- (b —a-y) erfor 0 <y < b
a
b
givet ved y = 2 5 ,hvorc € R | er en vilkérlig positiv konstant.
1+ce”™ +
NB: Det antages, ata > 0 og b > 0.
Bevis:
b
1. Vise at alle funktioner af typen y = 4 5 er lesninger:
1+c-e’™
b
a
Antag, aty = —
1 +ce "
Ved differentiation fér vi:
Venstre side:
-b-x b -b-x b -b-x bz‘c -b-x
0-(14+ce”)—=-(0+ce(-b)) -—-ce’"(-b) -e
= a __a _ a
hey 2 b 2 _
(1+c‘ebx) (l-l—cebx) (1+c-ebx)
Hejre side:
b b b
a a a b
y(b—ay)= Bx | P v = v '(b——_.)
1 +ce 14 ce?* 14 ce?* 14 ce?*
b b b-x b -b-x
o . 2 (p-(1 . —b Z (b e
_ a .b-(1+c-ebx)—b:a( (—I—ce ) ):a( ce )
1 +ce’™ 1 +ce’™ (14 ce )’ (14 ce )’
bz'c -b-x
-e
_ a
ey 2
(14c-e?)

S4 det stemmer.

2. Vise at enhver losning er af typen
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b

y= =
14 c-e?™

Antag, aty er en losning til differentialligningen y'=y- (b —a-y)

Taenke-boks: "isoler ¢"

b
y= . b y-(14ce?)= b o 1 +c-e_b'x=—b <
l1+ce”™ a-y
c~e_b'x=i —1ec= (L —1 )-eb'x
ay ay
Definer en ny variabel: z= (L —1 )-eb'x
a-y

NB: Vi skal vise, at z er konstant! Det gores ved at vise, atz' = () overalt.

e ([ =1 ) Yo o1 e (o1 )
a-y a-y a-y

(0'(a'J’)_b2'(a'y) _0).eb'x+(i_1 ).eb'x.bz

(ay) ay

-_— . . ' 2 -_ . . ' 2- . . . 2
ﬂ-g_.eb'x_i_ (b——b ).ebw:ﬁ%.ebw_i_ [ b a;; _b-(a yz) )‘eb.x:
(a-y) ay (a-y) (a-y) (a-y)

-b-a-y' e ( bz-a-y—b-(a-y)2 j.eb-x: -b-a-y'+ bz-a-y—b-(a'y)2 U

2 2 2

(ay) (a-y) (a-y)

—b'a-y'—i-bz-a-y—b-az-y2 s —b-a-(y’—b-y-i—a'yz) e
(ay)’ (a-y)’

“bea-(y-y-(b-ay))  -px_ -ba(plb=ay)-y(b-ay)) -px_ 0 o

2 2 2 -bx

(a-y) (a-y) (a-y)~-e

xeR

Her er i sidste linie anvendt, aty er en losning til differentialligningen y'=y- (b —a-y).
Men sé er z konstant, dvs.z=c .

Indsaetter vi definitionen pa den nye variabel z, far vi:

(L 1) dreeett= b ettt oy b ey
ay a-y ay a-(l +c-e )
b
_ a
1+c-e?™

Dvs. y kan skrives som pdstaet 1 s@tningen.

NB: Nar0 <y < b ,sé’lskalcER+
a
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Y Maksimum og storst vakst

b
) a b
Losningskurve: y = 5 for0 <y < —
1+c-e’™ a
;> restart
b
a
> f=x— -
1+ c-e?”
b
S=x— - 1.1)
i a(1+ce®)
> f'(x)
b ce b"
(1.2)
—bx\ 2
i a (l +ce )
Dvs. lesningskurven altid er voksende, da y'> 0 overalt.
B assume( a > 0,b > 0, c > 0); interface(showassumed =0)
i 0 (1.3)
> lim f(x)
X —> -
i 0 (1.4)
> Jim /()
b (1.5)
i a
Dyvs. lesningskurven nzermer sig altid den vandrette linie y = % , Nar x — o
> f'(x) ,
207 (") Pee™ 16)
by 3 ) .
i a(l-l—cebx) a(l-l—cebx)
> xMIDT = solve( f"(x) =0, x)
xMIDT := lné") 1.7
> solve( f"(x) > 0, x)
{x < In(c) } (1.8)
i b
> solve(f"(x) <0,x)
{ In(c) <x} (1.9)
i b
> yMIDT = f(xMIDT)
1 b
T=—— 1.1
I yMID Y 4 (1.10)
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Dvs. lesningskurven har sterst stigning, nir y er halvdelen af maksimum.

Punktet med storst vaekst pa den logistiske lesningskurve har koordinaterne ( ln;c) , % Nl )
a



