Projekt INERTIMOMENT Side 1/13 Steen Toft Jergensen, 2011

Projekt: INERTIMOMENT for stive legemer

Formélet med projektet er at traene integralregning og samtidig se en ikke-triviel anvendelse i fysik.

VY 0. Definition af inertimoment

Inertimomentet angives med bogstavet / 1 fysik.
Inertimomentet defineres som summen af masse gange kvadratet pd afstanden til rotationsaksen:

1= Z masse-aﬁt(ma'2

Ved beregning af konkrete inertimomenter skarer man legemet op 1 sma stykker, og summationen
bliver et integral.

2
Rotationsenergien af et legeme er givet ved £, = % [-® , hvor o er vinkelhastigheden (dvs.

antal radianer pr. sekund).

Formlen kommer fra formlen for kinetisk energi: £, = % -mv? , hvorv =w-afstand .

Idet alle dele af et stift legem roterer med samme vinkelhastighed.

Enheder:
[Epi] =
[@] =5
[11=kg-m’=J-s

Et fysisk pendul er et svingende pendul, hvor massen ikke et samlet i et punkt.

Svingningstiden beregnes s efter formlen: 7=2-w- / d-g]'m

Her er d afstanden fra massemidtpunktet (tyngdepunktet) til svingningsaksen.

Anvendelser:

* Néar en kunstskejtelaber eller balletdanser laver en pirouette, sa startes rotationen med armene
langt ude.
Nar armene treekkes ind, sa bevares rotationsenergien. Inertimomentet bliver mindre, da massen
er taettere pa rotationsaksen.
Derfor mé vinkelhastigheden stige, dvs. rotationen bliver hurtigere.

* En svemmer, som laver udspring fra vippe - eller en gymnast, som springer over bukken - de
anvender samme trick for at lave en hurtig rotation.

» Karussel. Hvem har ikke prover at vare 4 personer pa en karussel, og satte fart pd den med
enden stikkende ud.
Nér man sa treekker enden ind, sa stiger vinkelhastigheden. Og nogen falder méske af!

* Man kan opbevare eller tappe energi i et roterende system. S-tog kan fa omsat rotationsenergien i
hjulene til strom i ledningerne.

Wikipedia-links:
» da.wikipedia.org/wiki/Inertimoment
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* en.wikipedia.org/wiki/l.ist of moments of inertia
» en.wikipedia.org/wiki/Moment_of inertia

» en.wikipedia.org/wiki/Rotational energy

» da.wikipedia.org/wiki/Fysisk pendul

V¥ 1. Stang, rotation om enden
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Massedelen indenfor det lille stykke dx af stangen er m- 7 (ud fra almindelig regning med
brekdel), dvs. % - Ax.

Det ligger i afstanden x fra rotationsaksen, og giver derfor bidraget ( % Ax) X = ( % -xz) Ax til

inertimomentet.
Der skal sa integreres fra 0 til L.
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L L
L
m 2 m 2 m 1 3 m 1 3 1 3 m 1 3 1 2
I: —_— = — . = — —_— = — . —-L——n —u—-L = — -L
J(Lx)de[deL[Z»xoL( 3O)L3 3 "
0 0
;> restart
L
> Inertimoment ‘= J % % dx
0
Inertimoment := 3 mL* 2.1)
Konklusion: nertimomentet = % m-I?
¥ 2. Stang, rotation om midten
B F 3
=L
. L .. L
Som ovenfor, der skal blot integreres fra - > til 5
Rotationsakse
-L/2 stang " Lo L/2
s I Axl
s x-akse
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=> restart
L
2
> Inertimoment = J % -x2 dx
L
2
. 1 2
Inertimoment = 1 mL 3.1
=>
. ; 1
Konklusion: Inertimomentet = E -m -L2

Y 3. Ring, rotation om akse gennem centrum (vinkelret pa
ringens plan)

Fa
L 3

B T -

Radius af cirklen kaldes r.

Formlen folger direkte af definitionen.

Konklusion: Inertimomentet = m- r2

V¥ 4. Cylinderskal, rotation om akse gennem centrum (parallel
med cylinderen)
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Radius af cirklen kaldes r.

Formlen folger direkte af definitionen.

Konklusion: Inertimomentet = m- 7

s
E ]

-Y

Radius af cirklen kaldes .
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V¥ 5. Massiv cirkelskive, rotation om akse gennem centrum
(vinkelret pa skivens plan)
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m |
U T

massiv
cirkelskive

Legemet opdeles 1 koncentriske smalle ringskiver, hver med tykkelsen Ax.
Alle massedele pd ringskiven har samme afstand til centrum, og dermed til rotationsaksen.

Arealet af ringskiven er ca. omkreds gange bredde, altsa: ArealAfRingskive = 2-1-x- Ax

Massen af ringskiven er: m- Areal4fR l;l gskive (ud fra almindelig regning med brekdel), dvs.
T
2-m-x-Ax
m- —2
T

: e . 2-1m-x-Ax .
Dvs. bidraget til inertimomentet fra en skive er: (m E— ] 2_2m,

Dette skal sa integreres fra 0 til 7 :

r r

-
,=J(2Zm.x3jdx=22"1.Jx3dx=22m.[i.x4 _2m 14 1
4 2 4 2
14 14 v 0 4
= 0 0
=> restart
|- #Udfyld
2

Konklusion: Inertimomentet = m-r

1,
2

V¥ 6. Massiv cylinder, rotation om akse gennem centrum (parallel
med cylinderen)
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Radius af cirklen kaldes r.

Formlen folger af formlen for "5. Massiv cirkelskive, rotation om akse gennem centrum (vinkelret
pa skivens plan)".
Udstrekningen langs rotationsaksen er uden betydning.

Konklusion: Inertimomentet = m- 7

1,
2

¥ 7. Massiv cirkelskive, rotation om akse gennem centrum (i
skivens plan)

F
3

- -l

Cirklens radius er r.

Rotationsakse
|

massiv
cirkelskive

Ax x-akse

Legemet opdeles 1 smalle lodrette skiver af bredde Ax i afstanden x fra rotationsaksen.

Massen fra en skive er: m- Areald 5 kive (ud fra almindelig regning med brokdel).
T
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Ligningen for cirklen er: X+ y2 =%, Isoleres v far vi den halve hgjde af en skive: y =+/ =
Skivens bredde er som sagt Ax.

) . . 2 2
Skivens areal bliver sd ca. 2+ ¥ —x~ -Ax

rz —x2 - Ax

2
Tr

Bidraget til inertimomentet fra en skive er hermed:
2

2
2. —x° Ax .
- ¥ 2x ].szZ_Za_ /_rz_xz 2 Ax

Massen af skiven er altsa ca. m-

T F T F
Der skal sa integreres fra -r til r.

r r

I:J’ (2’? / P — 2 xjdx— ZI?J' \/rz—xz-xzdx

nr nr

Det er ikke lige til at finde en stamfunktion, s& vi anvender Maple:

=> restart
r

> Inertimoment 2=J ( 2 ’? Ry 1’2 —x2 'xz) dx
mr
2 2 2
2mN ¥ —x X & @.1)

2
nr

Inertimoment .= J
-r

_Maple kan ikke klare dette integral, sa vi md omskrive.

| Satter r udenfor kvadratrodstegnet'

-
> Inertimoment = 2 ’;1 .
T ¥
1 2o
Inertimoment = Z (8.2)
2
r
T
1
2
2 \32 5 m r arctan
X X
mrx|1—— mrx | 1——
= Ll bt Tyl 8.3)
2 T 4 P 4 /7 .

[ NB: Stamfunktionen er meget kompliceret!
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) ) 1
|:K0nklu510n: Inertimomentet = Z -m~r2

V¥ 8. Massiv ellipse, rotation om en symmetriakse (i skivens plan)

_Ellipsens halve akser er a og b.

Rotationsakse (symmetriakse)

massiv
cirkelskive

x-akse

2 2
Ligningen for den afgreensende ellipse er: ( =2 ) + ( % ) = B
a

Vi laver sé de tilsvarende udregninger som ovenfor:

Isoleres y far vi den halve hejde af en skive:
2 2 2 2
(2T 4= (31 (2 = ) s
a b b a b a
N2
[0
a

Da vi regner y som positiv, gelder: y=5b- | 1 — ( — )
Skivens bredde er som sagt Ax.

2
Skivens areal bliversa ca.2:b- /| 1 — (i ) -Ax

a
Ellipsens areal er: t-a-b

Dvs. bidraget til inertimomentet fra en skive er hermed:
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2

2.b- 1_(i) Ax ). 5
m: 4 K== 1—(£) X Ax
T-a-b T-a a
Der skal sd integreres fra -a til a.
¢ 7 “ 3
= 2. 1—(£) Pdx= 2 1—(£) 2 d
Ta a TT-a a
L -a -a
| > restart
a
2-m X 2 2
> Inertimoment ‘= . 1 — (—) -x~ dx
T-a a
-a
) 1 2
Inertimoment := " ma 9.1
2
, 2 mJ (1) e
T-a a
1
5 X
2 a
a” arctan
2
. 5 \312 . 5 | l ==
X 2 2 X a
2m _Zx[l_?J a+§ax 1—? +§ -
2
9.2)
Ta

[ NB: denne gang kunne Maple godt lave beregningen, men stamfunktionen er umulig at geette selv!

) . 1
Konklusion: Inertimomentet = Z -m: a2

. . o 1
NB: Rotation om den 2. symmetriakse, vil give formlen: Inertimomentet = " -m-b*

PS. Sammenlign med formlen for "7. Massiv cirkelskive, rotation om akse gennem centrum (i

skivens plan)".
) 1
Der blev formlen: Inertimomentet = — -m‘r2

4
Det stemmer med, at»=a = b for en cirkel!

¥ 9. Kugleskal, rotation om akse gennem centrum
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Kugleskallens radius er 7.
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Rotationsakse

kugleskal

buestykke

1+ (f'(x))? Ax

Rotationsaksen laegges langs x-aksen.
Origo af koordinatsystemet er kugleskallens centrum.

fx) =y —x*, sabliverf'(x) = ——

2.

Legemet opdeles i smalle lodrette snit af bredde Ax.

Ligningen for cirklen er: X+ y2 =72 Isoleres y fr man: y =+/ P =
Snittet udger nasten en cylinder, med det rade buestykke som hgjde, og y som radius.

2

Det rade buestykke af snittet pa skallen har en l&ngde, som kan findes med bueleengde-formlen:
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4

2 2 2
J1+ ()2 =14 —2— =/1+ = =/ i
) / (m] Pt | PR [ 2

Det rade buestykke af snittet pa skallen har en l&engden: — A

Omkredsen af snittet er sa: 21ty
Arealet af snittet er ca.

omkreds-buestykke = (2-1-y) -buestykke= (2-1-y) e Ax= (2-%-\/ P —x )4

Ax =2 Ax
NB: Arealet er faktisk uafthengig af, hvor man snitter!

‘ ArealAfSnit

4 i

Massen fra en skive er: m (ud fra almindelig regning med breokdel, idet kuglens

overfladeareal er givet ved 4 -n-rz).

) 2-mr-Ax
Dvs. massen af snittet er m- 4 5 =( m )Ax
4. -7 2-r

Bidraget til inertimomentet fra snittet er hermed (husk at afstanden fra rotationsaksen til snittet er y):
2
((ﬂ).m).)}: (i.)}).dx: (i.( 7—7) ).dx: (ﬂ.(ﬁ_f)).m
2-r 2-r 2-r 2-r

Der skal nu integreres over intervallet -7 til 7:

r r
m 2 _m 2y m 2 L 3] _m (3 1

I_J(Z-r (r x))dx—z.r (¥ —x°) dx P ¥ex 3x_r Zr((r 3

-r -r

V3)—(—1’3—i-L 1’3)) =i'i r3=£ mr2

2.r 3 3

;> restart
| >+
Konklusion: Inertimoment = % 'm~r2

10. Massiv kugle, rotation om akse gennem centrum
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Lav snit som i "9. Kugleskal, rotation om akse gennem centrum".
Brug formlen for "6. Massiv cylinder, rotation om akse gennem centrum (parallel med cylinderen)".

| > restart

-
Luatyia

V¥ 11. Kegle, rotation om symmetriaksen

-
-
&

Y

Der roteres om z-aksen.

Formlen for keglens rumfang er % b

I

Lav vandrette snit. I hejden z bliver radius i den lille "cylinderskive" I

z, 0g hgjden Az .

Brug z som integrationsvariabel.

| > restart

| “Udfyld

) . 3
Konklusion: Inertimoment = — 'm'rz

10




