
Projekt:    INERTIMOMENT for stive legemer
Formålet med projektet er at træne integralregning og samtidig se en ikke-triviel anvendelse i fysik.

0. Definition af inertimoment
Inertimomentet angives med bogstavet   i fysik.
Inertimomentet defineres som summen af masse gange kvadratet på afstanden til rotationsaksen:

Ved beregning af konkrete inertimomenter skærer man legemet op i små stykker, og summationen 
bliver et integral.

Rotationsenergien af et legeme er givet ved hvor  er vinkelhastigheden (dvs. 

antal radianer pr. sekund).

Formlen kommer fra formlen for kinetisk energi: hvor  .

Idet alle dele af et stift legem roterer med samme vinkelhastighed.

Enheder:

Et fysisk pendul er et svingende pendul, hvor massen ikke et samlet i et punkt.

Svingningstiden beregnes så efter formlen: 

Her er  afstanden fra massemidtpunktet (tyngdepunktet) til svingningsaksen.

Anvendelser:
Når en kunstskøjteløber eller balletdanser laver en pirouette, så startes rotationen med armene 
langt ude.
Når armene trækkes ind, så bevares rotationsenergien. Inertimomentet bliver mindre, da massen 
er tættere på rotationsaksen.
Derfor må vinkelhastigheden stige, dvs. rotationen bliver hurtigere.
En svømmer, som laver udspring fra vippe - eller en gymnast, som springer over bukken - de 
anvender samme trick for at lave en hurtig rotation.
Karussel. Hvem har ikke prøver at være 4 personer på en karussel, og sætte fart på den med 
enden stikkende ud.
Når man så trækker enden ind, så stiger vinkelhastigheden. Og nogen falder måske af!
Man kan opbevare eller tappe energi i et roterende system. S-tog kan få omsat rotationsenergien i
hjulene til strøm i ledningerne.

Wikipedia-links:
da.wikipedia.org/wiki/Inertimoment



en.wikipedia.org/wiki/List_of_moments_of_inertia
en.wikipedia.org/wiki/Moment_of_inertia
en.wikipedia.org/wiki/Rotational_energy
da.wikipedia.org/wiki/Fysisk_pendul

1. Stang, rotation om enden

Stangens længde = 
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Massedelen indenfor det lille stykke  af stangen er  (ud fra almindelig regning med 

brøkdel), dvs. .

Det ligger i afstanden  fra rotationsaksen, og giver derfor bidraget  til 

inertimomentet.
Der skal så integreres fra 0 til .
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Konklusion: 

2. Stang, rotation om midten

Som ovenfor, der skal blot integreres fra  til 
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Konklusion: 

3. Ring, rotation om akse gennem centrum (vinkelret på 
ringens plan)

Radius af cirklen kaldes .

Formlen følger direkte af definitionen.

Konklusion: 

4. Cylinderskal, rotation om akse gennem centrum (parallel 
med cylinderen)



Radius af cirklen kaldes .

Formlen følger direkte af definitionen.

Konklusion: 

5. Massiv cirkelskive, rotation om akse gennem centrum 
(vinkelret på skivens plan)

Radius af cirklen kaldes .
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Legemet opdeles i koncentriske smalle ringskiver, hver med tykkelsen .
Alle massedele på ringskiven har samme afstand til centrum, og dermed til rotationsaksen.

Arealet af ringskiven er ca. omkreds gange bredde, altså: 

Massen af ringskiven er:  (ud fra almindelig regning med brøkdel), dvs. 

Dvs. bidraget til inertimomentet fra en skive er:  

Dette skal så integreres fra  til 

Konklusion: 

6. Massiv cylinder, rotation om akse gennem centrum (parallel 
med cylinderen)



Radius af cirklen kaldes .

Formlen følger af formlen for "5. Massiv cirkelskive, rotation om akse gennem centrum (vinkelret 
på skivens plan)".
Udstrækningen langs rotationsaksen er uden betydning.

Konklusion: 

7. Massiv cirkelskive, rotation om akse gennem centrum (i 
skivens plan)

Cirklens radius er .
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Legemet opdeles i smalle lodrette skiver af bredde  i afstanden  fra rotationsaksen.

Massen fra en skive er:  (ud fra almindelig regning med brøkdel).
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Ligningen for cirklen er: . Isoleres  får vi den halve højde af en skive: .
Skivens bredde er som sagt .

Skivens areal bliver så ca. 

Massen af skiven er altså ca.  

Bidraget til inertimomentet fra en skive er hermed: 

Der skal så integreres fra   til .

Det er ikke lige til at finde en stamfunktion, så vi anvender Maple:

Maple kan ikke klare dette integral, så vi må omskrive.

Sætter r udenfor kvadratrodstegnet:

NB: Stamfunktionen er meget kompliceret!



Konklusion: 

8. Massiv ellipse, rotation om en symmetriakse (i skivens plan)
Ellipsens halve akser er  og .

Rotationsakse (symmetriakse)
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Ligningen for den afgrænsende ellipse er:  .

Vi laver så de tilsvarende udregninger som ovenfor:

Isoleres  får vi den halve højde af en skive:

.

Da vi regner  som positiv, gælder: 

Skivens bredde er som sagt .

Skivens areal bliver så ca. 

Ellipsens areal er: 
Dvs. bidraget til inertimomentet fra en skive er hermed: 
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Der skal så integreres fra   til .

NB: denne gang kunne Maple godt lave beregningen, men stamfunktionen er umulig at gætte selv!

Konklusion: 

NB: Rotation om den 2. symmetriakse, vil give formlen: 

PS. Sammenlign med formlen for "7. Massiv cirkelskive, rotation om akse gennem centrum (i 
skivens plan)".

Der blev formlen: 

Det stemmer med, at  for en cirkel!

9. Kugleskal, rotation om akse gennem centrum



Kugleskallens radius er .
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Rotationsaksen lægges langs x-aksen.
Origo af koordinatsystemet er kugleskallens centrum.

Legemet opdeles i smalle lodrette snit af bredde 

Ligningen for cirklen er: . Isoleres  får man: .
Snittet udgør næsten en cylinder, med det røde buestykke som højde, og  som radius.

Det røde buestykke af snittet på skallen har en længde, som kan findes med buelængde-formlen:

, så bliver 
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Det røde buestykke af snittet på skallen har en længden: 

Omkredsen af snittet er så: 
Arealet af snittet er ca. 

NB: Arealet er faktisk uafhængig af, hvor man snitter!

Massen fra en skive er:  (ud fra almindelig regning med brøkdel, idet kuglens 

overfladeareal er givet ved ).

Dvs. massen af snittet er 

Bidraget til inertimomentet fra snittet er hermed (husk at afstanden fra rotationsaksen til snittet er ):

Der skal nu integreres over intervallet  til :

Konklusion: 

10. Massiv kugle, rotation om akse gennem centrum
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Lav snit som i "9. Kugleskal, rotation om akse gennem centrum".
Brug formlen for "6. Massiv cylinder, rotation om akse gennem centrum (parallel med cylinderen)".

Udfyld

Udfyld

11. Kegle, rotation om symmetriaksen

Der roteres om -aksen.

Formlen for keglens rumfang er 

Lav vandrette snit. I højden  bliver radius i den lille "cylinderskive"  , og højden  .

Brug  som integrationsvariabel.

Udfyld

Konklusion: 


