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Binomialfordeling

\ 4

4

Fakultet

Antal méder man kan stille n ting i1 rekkefolge:
n!'=1-2-3-...-(n—1)n

Forklaring:

1. ting kan velges pd n mader, 2. ting kan vaelges pa n — 1 méider, ... , n@stsidste ting kan velges pad
2 mader, og sidste ting kan valges pa 1 méade.

Dvs.n-(n—1)- ... -2-1 mader 1 alt.

;> restart

> 1:2-3:4-5

i 120 (1.1)
> 5!

i 120 1.2)
> 10!

i 3628800 1.3)
> 0!

i 1 (1.4)
> 100!

933262154439441526816992388562667004907159682643816214685929638952175999932\ (1.5)
29915608941463976156518286253697920827223758251185210916864000000000000\

000000000000

Binomialkoefficient
[ Antal mader man kan udtage » ting ud afn ting, hvor reekkefolgen ikke er vigtig.

n!
K(n,r) = rl-(n—r)!

Forklaring:

Stil de n ting 1 reekkefolge. Det kan geres pd n! méder.

Velg de forste r ting 1 reekkefolgen.

Ombytning blandt de  ting, som udtages, giver de samme ting til udtagelsen. Ombytningen kan ske
pa r! mader.

Ombytning blandt de n - r ting, som ikke udtages, giver de samme ting til udtagelsen. Ombytningen
kan ske pa (n-r)! mader.

!
Derfor bliver antal mider at udtage » ting ud af» ting, hvor reekkefolgen ikke er vigtig: N L X
rli-(n—r)!
;> restart
10!
> e —
41-(10 —4)!

21N
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i 210 2.1)
> binomial (10, 4)
i 210 2.2)
> binomial(25, 10)

3268760 2.3)

V¥ Binomialfordeling

Y Definition og sandsynlighed

Binomialfordelingen angiver sandsynligheden for at fi succes r gange, nar et eksperiment
udferes n gange.
Og hvor sandsynligheden hver gang konstant er p.

Den stokastiske variabel X angiver antal succes'er i de n gentagelser af eksperimentet.

P(X=r)=K(n,r)p"(1=p)" "

;> restart
| > with (Statistics) :
| > X == RandomVariable( Binomial (n,p)) :

Hermed er X defineret som en stokastisk variabel, som er binomialfordelt med parametrene n og
p-

NB: "binomial" og "Binomial" er absolut ikke det samme!

_Eksempel 101 + 102 side 158-159 i B2

6
n:=10
-1 @.L1)
] p= 1.
Sandsynligheden P(X=7):
> binomial(n, 7)-p - (1 —p)" "’
625
i 2519424 (3.1.2)
> ProbabilityFunction(X, 7)
625
i 2519424 (3.1.3)
> ProbabilityFunction(X, 2); evalf (%)
1953125
6718464

0.2907100492 3.14)
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\ 4

> ProbabilityFunction(X, 4); evalf (%)
546875

10077696
i 0.05426587585 3.1.5)
> ProbabilityFunction(X, 5); evalf (%)
21875
1679616

0.01302381020 (3.1.6)

Kumulerede sandsynligheder

;Kumulerede sandsynlighed P(X < 7):

> ProbabilityFunction(X, 0) + ProbabilityFunction(X, 1) + ProbabilityFunction(X, 2)

+ ProbabilityFunction(X, 3) + ProbabilityFunction(X, 4) + ProbabilityFunction(X,

5) + ProbabilityFunction(X, 6) + ProbabilityFunction(X, 7)
2519375

i 2519424 (3.2.1)
[ 7
> ProbabilityFunction(X, i)
i=0
2519375
i 2519424 (3.2.2)
> CDF(X,7)
2519375
i 2519424 (3.2.3)
CDF betyder "CumulativeDistributionFunction"
Det betyder, at sandsynlighederne er summeret op til den givne veerdi.
;Sandsynligheden for et omrade som P(3 < X <7):
7
> ZProbabilityFunction(X, i)
i=3
94375
i 419904 3.24)
NB: Ved brug af CDF tager man den kumulerede sandsynlighed til gvre vaerdi (her 7), og
fratrekker den kumulerede sandsynlighed for 1 mindre end den nedre vardi (her 3):
Har verdierne for 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7 og fratrekker verdierne for 0, 1, 2. Det efterlader
veerdierne for 3,4, 5,6, 7.
(> CDF(X,7) — CDF(X, 2)
94375
i 419904 (3.2.5)
| Sandsynligheden for et omride som P(X > 7):
10
> ZProbabililyFunction(X, i)
i=8
49 (3.2.6)

2519424
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Y

NB: Ved brug af CDF tager man den samlede sandsynlighed, som er 1, og fratreekker den
kumulerede sandsynlighed for den nedre vaerdi (her 7):

Har verdierne for 0, 1,2, 3,4, 5,6, 7, 8,9, 10 (som er 1) og fratreekker verdierne for 0, 1, 2, 3,
4,5, 6, 7. Det efterlader vaerdierne for 8, 9, 10.

(> 1 — CDF(X,7)
49

2519424 (3.2.7)

> CDF(X.10) — CDF(X,7)

49 (3.2.8)

2519424

Simulering af test, hvor et forseg gentages mange gange

Med Maple kan man simpelt simulere, at et eksperiment udferes mange gange.

;> restart
| > with(Statistics) :
| > X := RandomVariable(Binomial(n,p)) :

| Kast med terning, hvor der kastes 10 gange, og man optaller antal seksere.

> ni= lO;p:Z%

Py (3.3.1)

Kor nedenstiende med forskellige veerdier af AntalTests:
AntalTests er det antal gange som testen udferes.

I hver udferelse (test) laves der n slag (her 10), hvor grundsandsynligheden er p (her %). Hver

udferelse giver sé antal gange der er succes.

=> AntalTests == 8
AntalTests .= 8 (3.3.2)

_> S == Sample( X, AntalTests)
S:=[3.0.3.20 1.2 4| (3.3.3)

Plot af simuleringen:

;> with( plots) :
> H == Histogram(S, thickness =2, color = blue, discrete =true) :
display(H, view=[0..10,0..0.4])
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0.4
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Plot af den forventede fordeling:

(> P = DensityPlot( X, color=red) :
display(P, view=[0..10,0..0.4])
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Plot i samme koordinatsystem:

> display(P, H, view=1[0..10,0..0.4])
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V¥ Middelvzerdi, varians, standardafvigelse, typetal

|:> restart
|:> with(Statistics) :
|:> X = RandomVariable( Binomial(n,p)) :

Y Middelveerdi p
Middelveerdien betegnes med symbolet p (greesk bogstav: "lille" my):

_> R = Mean(X)
Ww:=np (3.4.1.1)

Bevis for middelvaerdi-formlen:
Middelveerdien er defineret som summen af vaerdierne, som X antager, gange sandsynligheden
n

for samme: L= Zx-P(XZx)
| x=0

| > assume(x, integer); assume(x > 0)




Binomialfordelingen Side 8/11 Steen Toft Jergensen

n
> x-ProbabilityFunction(X, x)
=0

X

(3.4.12)
ey
> simplify(%)
(—plj)npn (1 —p)" (3.4.1.3)
_> simpllfy((— —ll—l-p )‘(1 —p))
i (3.4.1.4)

Men sé er

(- _11+p )n'p- n-(1—p)" = ((— _11+p )'(1 —p))n-pw =1"pn =pn =np

Konklusion: Middelvaerdien i en binomialfordeling er u=n-p

\ 4 Varians
Variansen betegnes med Var(X):

n
Variansen er defineret som: Var(X) = z (x — u)z-P(XZx)
x=0

_> Variance(X)

_ np (1l —p) (3.4.2.1)
Konklusion: Variansen i en binomialfordeling er Var(X) =n-p-(1 —p)
Y Spredning ¢
Standardafvigelsen kaldes spredningen, og betegnes med symbolet ¢ (grask bogstav: "lille"
sigma).

n
Spredningen er defineret som: ¢ =/ Z (x— u)z-P(XZx)
x=0

> © = StandardDeviation(X)
c=vnp(l—p) 3.4.3.1)
Konklusion: Spredningen i en binomialfordelinger 6=y np (1 —p)

\ 4 Typetal
Det mest sandsynlige udfald kaldes typetallet.

Typetallet er lige i nzerheden af middeltallet p.
Beregn derfor p=n-p, og undersog de heltallige naboer!
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| > restart

| > with(Statistics) :

| > X := RandomVariable( Binomial(n, p)) :
1

> n:=100;p := ©
n =100
p = 1 (3.4.4.1)
i 6
> W := Mean(X)
50
W= 3 (3.4.4.2)
:eller:
> W=np
w=%§ (3.4.4.3)
> evalf (1)
16.66666667 (3.4.44)

B ProbabilityFunction(X, 15); evalf (%)
68215062472178142966929975089752837685841413417620060499757528305053\
7109375/
6805402328125738605173856949563102297261913650759946578573666316\
348928557056
i 0.1002366343 (3.4.4.5)
> ProbabilityFunction(X, 16); evalf (%)
11596560620270284304378095765257982406593040280995410284958779811859\
130859375/
1088864372500118176827817111930096367561906184121591452571786610\
61582856912896
i 0.1065014240 (3.4.4.6)
> ProbabilityFunction(X, 17); evalf (%)
95501087461049400153701965125653972760177978784668084699660539627075\
1953125/
9073869770834318140231809266084136396349218201013262104764888421\
798571409408
i 0.1052484661 (3.4.4.7)
> ProbabilityFunction(X, 18); evalf (%)
15853180518534200425514526210858559478189544478254902060143649578094\
482421875/
1633296558750177265241725667895144551342859276182387178857679915\
92374285369344
0.09706247426 (3.4.4.8)

[ Konklusion: Typetallet er 16
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\ 4 Eksempel
| > restart
| > with(Statistics) :
| > X := RandomVariable( Binomial(n, p)) :
1
S =10 p = —
n 10; p 6
n:=10
p = % (3.4.5.1)
;Middelvaerdien:
> WU := Mean(X)
W= % (3.45.2)
B n
> Zx-ProbabilityFunction(X, x)
x=0
Bl (3.4.5.3)
] 3 4.5.
| Variansen:
> Variance(X)
25 (3.4.5.4)
] T 4.5.
[ n
> Z (x — M)Z-ProbabililyFunction(X, X)
x=0
25
] T (3.4.5.5)
| Standardafvigelsen:
> 0 = StandardDeviation(X)
o= % JZ (3.4.5.6)
> +/ Variance(X)
% JZ (3.4.5.7)
n
2 . .
> z (x — W)~ ProbabilityFunction(X, x)
x=0
% J2 (3.4.5.8)
\ 4 Eksempel 107 side 162 i B2-Grundbog (gode huskeregler)
| > restart
| > with(Statistics) :
| > X := RandomVariable( Binomial(n, p)) :
> n = 1000; p := 0.23
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n :=1000
i p =023 3.4.6.1)
Middelveerdi + 1 spredning:
> W := Mean(X)
i u:=230.00 (3.4.6.2)
> © = StandardDeviation(X)
o :=13.30789240 3.4.6.3)
>u—o;u+o
216.6921076
i 243.3078924 3.4.64)
> CDF(X,u+06)-CDF(X,u—0)
i 0.689660928820544 3.4.6.5)
> CDF(X, 243)-CDF(X, 216)
0.6896609043 (3.4.6.6)

Konklusion: P(p—o6 <X <p+o0) =68 %

[ Middelveerdi + 2 spredning:

>u—2-o;u+2-0
203.3842152

i 256.6157848 (3.4.6.7)
> CDF(X,u+2-06)-CDF(X,u—2- )
i 0.953651465114856 (3.4.6.8)
> CDF(X, 256) - CDF (X, 203)
0.9536514580 (3.4.6.9)

Konklusion: P(p —2- 6 <X <p+2-06) =95%

[ Middelveerdi £ 3 spredning:

>u—3-o;u+3-0

190.0763228
i 269.9236772 (3.4.6.10)
> CDF(X,u+3-6)-CDF(X,u—3- o)
i 0.997010366906166 3.4.6.11)
> CDF(X, 269) - CDF (X, 190)
0.9970103658 (3.4.6.12)

Konklusion: P(p—3-6 <X <pu+3-0) =99.7%




