
Integration side 1/3 Steen Toft Jørgensen 

Formler for integration 
 

Antag, at f(x) er kontinuert, og at ( ) 0f x  . Endvidere at a b . 

 

 

Areal under grafen (ned til x-aksen)  ( )
b

a
f x dx  

 

Buelængden på grafen    
2

1 ( )
b

a
f x dx  

    NB: Her forudsættes, at f(x) er differentiabel. 

 

Volumen ved drejning om x-aksen   
2

( )
b

a
f x dx    

 

Overfladeareal ved drejning om x-aksen  
2

2 ( ) 1 ( )
b

a
f x f x dx     

    NB: Her forudsættes, at f(x) er differentiabel. 

 

Volumen ved drejning om y-aksen  2 ( )
b

a
x f x dx    

   NB: Her forudsættes, at f(x) er monoton og differentiabel. 

 

 

Links 
 

Artikel i LMFK-bladet  www.lmfk.dk/artikler/data/artikler/0704/0704_24.pdf 

(om rumfang ved drejning om y-aksen og Wikipedia) 
 

Wikipedia tysk  de.wikipedia.org/wiki/Rotationsk%C3%B6rper 

(1. formel for drejning om y-aksen er korrekt, 2. formel er forkert) 

 

Wikipedia dansk  da.wikipedia.org/wiki/Omdrejningslegeme 

(forkert formel for drejning om y-aksen) 

 

”Matematik112”-bogen har den forkerte formel for omdrejning om y-aksen i formel nr. 162. 

Torricelli's Trumpet or Gabriel's Horn              curvebank.calstatela.edu/torricelli/torricelli.htm 

(endeligt rumfang, uendeligt overfladeareal) en.wikipedia.org/wiki/Gabriel%27s_Horn 

 

Guldins regel   en.wikipedia.org/wiki/Pappus%27s_centroid_theorem 

(rumfanget ved omdrejning = arealet af figuren * omkredsen af tyngdepunktets bane) 

http://www.lmfk.dk/artikler/data/artikler/0704/0704_24.pdf
http://de.wikipedia.org/wiki/Rotationsk%C3%B6rper
http://da.wikipedia.org/wiki/Omdrejningslegeme
http://curvebank.calstatela.edu/torricelli/torricelli.htm
http://en.wikipedia.org/wiki/Gabriel%27s_Horn
http://en.wikipedia.org/wiki/Pappus%27s_centroid_theorem


Integration side 2/3 Steen Toft Jørgensen 

Kuglens rumfang og overfladeareal 
 

Cirklen med centrum, i origo (0,0) og radius r er givet 

ved formlen: 2 2 2x y r  . 

Formlen omskrives til: 

2 2 2 2 2y r x y r x       

Derfor er forskriften for en funktion, som giver en 

kugle ved rotation om x-aksen: 

2 2( )f x r x   for r x r    

 

Rumfang    
2 2

2 2( )
r r

r r
f x dx r x dx 
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 2 2 2 3
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  
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  

 
       
 



 

 

 

 

Overfladeareal  
2

2 ( ) 1 ( )
r

r
f x f x dx


     

 

Mellemregninger: 

 

 

2 2
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2
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Overfladearealet bliver så: 

   
2

2 2 2

2 ( ) 1 ( ) 2 2

2 2 ( ) 2 2 4

r r r

rr r
f x f x dx r dx r x

r r r r r r r
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    
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        

           

   



Integration side 3/3 Steen Toft Jørgensen 

Rumfang af en torus 
 

En torus er populært sagt en badering eller en doughnut: 

  mathworld.wolfram.com/Torus.html 

 

Torus’en fremkommer ved at rotere en cirkel omkring x-aksen. 

 

Cirklen er placeret med centrum i (0,h) og radius r. 

Cirklens ligning: 2 2 2( )x y h r    

 

Formlen omskrives:  
2 2 2 2 2 2

2 2 2 2

( ) ( )x y h r y h r x

y h r x y h r x

       

       
 

 

Funktionen, som har øverste halvdel af cirklen som graf er: 

2 2( )f x h r x    

Funktionen, som har nederste halvdel af cirklen som graf er: 

2 2( )g x h r x     
 

Rumfanget af torus’en beregnes som: 

       
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 

 

 

Maple udregner integralet: 

 
 

Rumfanget af torus’en    2 2 2 21
4 2 2

2
h r h r h r                som fortolkes som 

omkreds af tyngdepunktets bane om x-aksen  2 h   gange arealet af cirkelskiven  2r  . 

 

Dette er netop Guldins regel. 

 

http://mathworld.wolfram.com/Torus.html

