Forskellige typer af torus Side 1/15 Steen Toft Jergensen

Modellering af forskellige typer af torus

Herunder modelleres og tegnes en almindelig (cirkuler) torus samt 2 typer elliptisk torus.

https://mathworld.wolfram.com/EllipticTorus.html

restart

with(plots) :

¥ Grundleggende matematisk viden

¥V Cirkel

Parametrisering for en cirkel (angivet i xy-planen):

https://en.wikipedia.org/wiki/Circle#Equations

Parametric form

The equation can be written in parametric form
T=a+7Tcost,
y=>b+rsint

V¥ Ellipse

Parametrisering for ellipse (angivet 1 xy-planen):

https://en.wikipedia.org/wiki/Ellipse#Standard parametric_representation

2
Using trigonometric functions, a parametric representation of the standard ellipse ;—1 + % =1is:

| (m, y) = (acost, bsint), 0 <t < 27,

V¥ Rotation om z-aksen

Rotationsmatrix om z-aksen:
https://en.wikipedia.org/wiki/Rotation_matrix#In_three dimensions

cosf —singd 0
R.(6) = |sinf cosf 0O

cos(0) -sin(6) 0
R(6) = | sin(0) cos(8) 0
0 0 1

V¥ Guldins teorem (sztning)

Overfladearealer, som fremkommer ved rotation af en kurve om f.eks. z-aksen, kan beregnes simpelt.
Volumen, som fremkommer ved rotation af et plant omrade om f.eks. z-aksen, kan beregnes simpelt.

https://en.wikipedia.org/wiki/Pappus%?27s_centroid theorem

_ Kan anvendes p4 en cirkulzaer torus!

V¥ Bestemmelse af overfladeareal og volumen ved integration af en

parametriseret rumligt omrade

Formlerne anvendes pa DTU i Matematik 1 undervisningen:
| https://steen-toft.dk/mat/3d-print/torus x/integral.pdf
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V¥ Cirkuleer torus
(lodret cirkel kerer rundt i en vandret cirkel med centrum i origo)

De 2 nedenstdende modeller giver samme resultat.

¥ a) Model: En lodret cirkel med centrum pi x-aksen roteres om z-aksen

En lodret cirkel i xz-planen med radius » og centrum i (¢, 0, 0):
Ca(u) = (r-cos(u) +c¢, 0, rsin(u)) :

rcos(u) +c
C (u) = 0

rsin(u)
Den lodrette cirkel roteres vinklen v om z-aksen (ved hjelp af rotationsmatricen):
CTa(u,v) =R (v)+C (u):
y4 a
cos(v) (rcos(u) +c¢)
CTa(u, v) =| sin(v) (rcos(u) +c)

rsin(u)

Den cirkulzere torus tegnes:
plot3d<subs(r= 1,c=5, CTa(u, V) ), u=0.2-m,v=0.2-m, labels =[x, y, z], scaling = constrained, color
=green, view=[-8..8,-8..8,-2..2 ])

¥ b) Model: En lodret cirkel med centrum i origo roteres om z-aksen,
og centrum for cirklen forskydes ud til den vandrette cirkel
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En lodret cirkel C, i xz-planen med radius 7 og centrum i origo:

Cl(u) = <r1-cos(u),0, rl-sin(u)> :
r cos(u)
C(u) = 0

r sin(u)

En vandretcirkel C, i xy-planen med radius r, og centrum i origo:

Cz(v) = <r2-cos(v),r2-sin(v),0> :
r cos(v)
Cz(v) =1 sin(v)

0

Cirklen C| roteres med vinklen v om z-aksen (ved brug af rotationsmatricen), og centrum for cirklen
forskydes ud til cirklen C,:
CTb(u, V) = RZ(v) . Cl(u) + Cz(v) :

cos(v) r cos(u) —i—r2 cos(v) _

CT, (u,v) = sin(v) r, cos(u) +r,sin(v)

r sin(u)

Den cirkulzere torus tegnes:
ploz‘.?cz’(subs(rl =1, ry= 5, CTb(u, V) ), u=0.2-m,v=0.2-m, labels = [x, y, z], scaling = constrained, color

= green, view=[-8..8,-8..8,-2 ..2])
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¥ Overfladeareal
I folge Guldins se@tning vil overfladearealet af den cirkulare torus vere:

(2-n-r1> : (2-11:-r2) =4'7t2-r1 'y

Beregning med formlerne fra DTU:

Vedr. beregning af overfladeareal, nar fladen er parametriseret:
https://steen-toft.dk/mat/3d-print/torus_x/integral.pdf

N = diﬁ‘(CTb(u,v),u) Xdiﬁ”(CTb(u,v),v) =
» -, cos(u) (cos(v) r cos(u) +r, cos(v))
r cos(u) (—sin(v) r cos(u) =7, sin(v))

-cos(v) r sin(u) (cos(v) r cos(u) +r2 cos(v)) + sin(v) r sin(u) (—sin(v) r cos(u) =7, sin(v))

J=V NP +N2P + N3P =

<r12 cos(u)2 (cos(v) r cos(u) +r, cos(v) )2 +r12 cos(u)2 (—sin(v) r cos(u) =7, sin(v))2 + (
-cos(v) r sin(u) (cos(v) r cos(u) +r, cos(v)) + sin(v) r sin(u) (—sin(v) r cos(u) =7, sin(v)))
2) 12

J = simplify(J) assuming r > 0, ry > 0,0<v< g =r, csgn(r] cos(u) + rz) (r] cos(u) + rz)

Beregner overfladearealet ved at ngjes med en 90 © rotation om z-aksen, og sa gange facit med 4!

T
2.2 )
4'J j Jdvdu=4r,n signum(%(r2+r]))
0 "0

"
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. 2
% assuming re> 0, ry > 0 =4r] nor,

_ Altsa samme formel!

VY Volumen

I folge Guldins setning vil volumenet af den cirkulare torus vere:

(n-rlz) . (2-Tc~r2) =2-n2-r12-r2

7 Elliptisk torus 1
(en lodret ellipse korer rundt i en vandret cirkel med centrum i origo)
En lodret ellipse 1 xz-planen med centrumi (¢, 0,0):
El(u) = (a-cos(u) +c¢,0, b-sin(u)) :

acos(u) +c
El(”) = 0

b sin(u)
Ellipsen roteres om z-aksen med vinklen v:
ETl(u, V) = Rz(") 'El(u) :
cos(v) (acos(u) +c)

ETl(u,v) =| sin(v) (acos(u) +¢)

b sin(u)

Den elliptiske torus kan nu tegnes.

Den elliptiske torus er elliptisk pa 1 led, nemlig lodret!

Hej model:
grafETIh = plot3d(subs(r= 5,a=1,b=2,c=3, ET1 (u,v) ), v=0.2mu=0.2-m labels =[x, y, z], scaling

= constrained, color = yellow, view=1[ -8 ..8,-8 ..8,-2..2] )
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Fremstilling af STL-filen "etl1hoej.st]l":
Export("etlhoej.stl", grafET1h, base = homedir) = 230484

NB: Filen ligger bagefter i brugerens mappe 1 Windows (f.eks. "C:\Users\Steen").

Flad model:
grafETIf == plot3d(subs(r= 6,a=2,b=1,c=3, ET1 (u, v) ), v=0.2mu=0.2-m labels =[x, y, z], scaling

= constrained, color =yellow, view=1[-8..8,-8..8,-2..2 ])
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Fremstilling af STL-filen "et1flad.stl":
Export("etlflad.stl", grafETIf, base = homedir) = 230484

| NB: Filen ligger bagefter i brugerens mappe 1 Windows (f.eks. "C:\Users\Steen").

¥ Elliptisk torus II
(lodret cirkel kerer rundt i en vandret ellipse med centrum i origo)

Y Model: En lodret cirkel roteres om z-aksen,
og centrum af cirklen forskydes ud til den vandrette ellipse

NB: I denne model er den lodrette cirkel ikke vinkelret pa den vandrette ellipse!

En lodret cirkel i xz-planen med centrum i origo:

Cz(u) = (r-cos(u), 0, sin(u)) :

rcos(u)
Cz(u) = 0
rsin(u)

En vandret ellipse 1 xy-planen med centrum i origo:

E2(v) = (a-cos(v), b-sin(v), 0) :

a cos(v)
E2(v) =| bsin(v)
0

Cirklen roteres om z-aksen, og centrum for cirklen forskydes ud til ellipsen:
ETz(u, V) = RZ(v) . Cz(u) +E2(v) :
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cos(v) rcos(u) + a cos(v)
ETz(u,v) =1 sin(v) rcos(u) + b sin(v)

rsin(u)

Den elliptiske torus kan nu tegnes:
gmeT2 = plot3d(subs(r= l,a=5,b=2, ETz(u, V) ), v=0.2-m,u=0.2-m, labels =[x, y, z], scaling
= constrained, color = gold, view=[-8..8,-8..8,-2..2] )

Den elliptiske torus er elliptisk pa 1 led, nemlig vandret!

Fremstilling af STL-filen "et2.stl":
Export( "et2.stl", grafET,, base= homedir) = 230484

| NB: Filen ligger bagefter i brugerens mappe i Windows (f.eks. "C:\Users\Steen").

¥ Model: I ethvert punkt pa den vandrette ellipse placeres en lodret cirkel med
centrum i punktet, sa cirklen er ortogonal pa den elliptiske bane.

NB: I denne model er den lodrette cirkel vinkelret pa den vandrette ellipse!

En lodret cirkel i xz-planen med centrum i origo:
C21 (u) == (r-cos(u), 0, rsin(u)) :

rcos(u)
Czl(”) = 0
rsin(u)

En vandret ellipse 1 xy-planen med centrum i origo:
E21 (v) == (a-cos(v), b-sin(v), 0) :
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a cos(v)
E21 (v) =| bsin(v)
0

Tangentvenktor til den elliptiske bane er vandret og givet ved:
-asin(v)
diﬁ‘(EZl(v), v) =1 bcos(v)
0

Tangentvektoren roteres 270° om z-aksen, s& man far retningen som den lodrette cirkel skal placeres 1.
Det svarer faktisk til minus tvaervektoren i F2:

b cos(v)
RZ( % ) 2% = asin(v)
0
Retningen:
0= arctan( % ) = arctan( % )

Den lodrette cirkel roteres vinklen ¢, og centrum forskydes til ellipsen:
ET21 (u,v) = RZ(¢) . C21(u) —|-E21 (v):

reos(u) + a cos(v)
/1+ a2 sin(v)2
b2 cos(v)2
ETzl(u,v) = a sin(v) rcos(u) + b sin(v)
a2 sin(v)2
b cos(v) 1+ 3
b” cos(v)

rsin(u)

Den elliptiske torus kan nu tegnes:
gmeT21 = plot3d(subs(r= l,a=5b=2, ET2] (u,v) ), v=0.2-m,u=0.2-m, labels =[x, y, z], scaling

= constrained, color =gold, view=[-8..8,-8..8,-2..2] )
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grafET211 = plot3d(subs(r= l,a=5,b=2, ET21 (u, v) ), v=0 g —0.001,u=0..2-m, labels =[x, y, z],

scaling = constrained, color = gold, view=1[-8..8,-8 ..8,-2..2] ) :
12°

grafET2 = plot3d(subs(r= l,a=5,b=2, ETZI(”’ V) ), y= g 0.001 ..mt, u=0.2-m, labels =[x, y, z],

+
scaling = constrained, color =gold, view=1[-8..8,-8..8,-2..2 ]j :

3.
grafET213 = plot3d(subs(r= l,a=5,b=2, ETzl(u, V) ), VZTE..TTE —0.001,u=0..2-m, labels =[x, y, z],

scaling = constrained, color = gold, view=1[-8..8,-8 ..8,-2..2] j :

3.
gmeT214 = plot3d(subs(r= l,a=5,b=2, ETZI(”’ V) ), y= Tn +0.001.2-w, u=0.2-m, labels =[x, y,

z), scaling = constrained, color = gold, view=1[-8..8,-8..8,-2..2 ]) :

display(grafETzn, grafET, ,, grafET, 5, grafET214)
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¥ Elliptisk torus II1
(lodret ellipse korer rundt i en vandret ellipse med centrum i origo)

¥ Model: En lodret ellipse roteres om z-aksen,
og centrum for den lodrette ellipse forskydes ud til den vandrette ellipse

NB: I denne model er den lodrette ellipse ikke vinkelret pd den vandrette ellipse!

En lodret ellipse 1 xz-planen med centrum 1 origo:
E3(u) = <a1-cos(u),0, bl-sin(u)> :

a, cos(u)
E3(u) = 0
b] sin(u)

En vandret ellipse 1 xy-planen med centrum i origo:
E

4(v) = <a2-cos(v),b2-sin(v),0> :
a, cos(v)
E4(v) = b2 sin(v)

0

Den lodrette ellipse roteres om z-aksen, og centrum for den lodrette ellipse forskydes ud til den vandrette
ellipse:
ETy(u,v) =R (v) E5(u) + E,(v) :
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cos(v) a, cos(u) + a, cos(v)

ET,(u,v) = | sin(v) a,cos(u) +b,sin(v)

b] sin(u)

Den elliptiske torus kan nu tegnes:
gmeT3 = plot3d(subs(a1 =1, a,= 5, b1 =2, b2 =2, ET3(u, V) ), v=0.2-mu=0.2-1 labels =[x, y, z],

scaling = constrained, color = gold, view=1[-8..8,-8..8,-2..2] )

Den elliptiske torus er elliptisk pa 2 leder, nemlig bade vandret og lodret!

Fremstilling af STL-filen "et3.st]":
Export( "et3.stl", grafET;, base= homedir) =230484

| NB: Filen ligger bagefter i brugerens mappe 1 Windows (f.eks. "C:\Users\Steen").

¥ Model: I ethvert punkt pa den vandrette ellipse placeres en lodret ellipse med
centrum i punktet, si cirklen er ortogonal pa den elliptiske bane.

NB: I denne model er den lodrette cirkel vinkelret pa den vandrette ellipse!

En lodret ellipse 1 xz-planen med centrum i origo:
E

31(“) = <a1-cos(u),0,b1‘sin(u)> :
a, cos(u)
Ey (u) = 0

bl sin(u)

En vandret ellipse i xy-planen med centrum i origo:
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E41(v) = <a2-cos(v),b2-sin(v),0> :
a, cos(v)

41(v) = b2 sin(v)

0

-a, sin(v)
a’iﬁ‘(E41 (v), v) = b2 cos(v)
0

b2 cos(v)
3.
RZ( Tﬂ: ) 2% = a, sin(v)
0

Retningen:

bz-cos(v)

ETy (1, v) =R (0) *Ey (1) + E, (v) :

a, cos(u)

ET3l(u,v) = a, sin(v) a, cos(u)

Side 13/15

Tangentvenktor til den vandrette elliptiske bane er vandret og givet ved:

a,-sin(v) a,sin(v)
¢ :=arctan| —— — | =arctan| ————
{ ] [ b, cos(v) ]

Den lodrette cirkel roteres vinklen ¢, og centrum forskydes til ellipsen:

+a2 cos(v)

+b2 sin(v)

b2 cos(v) 1+
2

b] sin(u)

Den elliptiske torus kan nu tegnes:

b 2cos(v)

2 .
a, sin(v)

2

scaling = constrained, color = gold, view=1[-8..8,-8..8,-2..2] )

Steen Toft Jergensen

Tangentvektoren roteres 270° om z-aksen, s man far retningen som den lodrette ellipse skal placeres 1.
Det svarer faktisk til minus tvaervektoren i F2:

gm]ET31 = plot3d(subs(a1 =1, a, =5, bl =2, b2 =2, ET31(u, V) ), v=0.2mu=0.2-; labels =[x, y, z],
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gmeT311 = plotSd(subs(a] = 1,a2=5, b] =2, b2=2, Ele(u,v)),VZO..g —0.001, u=0..2-m, labels

=[x, ¥, z], scaling = constrained, color = gold, view=1[ -8 ..8,-8 ..8,-2 ..2]) :
12°

T
gmeT3 = plot3d(subs(a1 =1, a, =5, bl =2, bz =2, ET31(u, V) ), y= > +0.001 .. u=0.2-m labels

=[x, y, z], scaling = constrained, color = gold, view=[ -8 ..8,-8..8,-2..2 ]j :

3.
grafET313 = plot3d(subs(a] = 1,a2=5, b] =2, b2=2, Ele(u,v)),vzn..Tn —0.001, u=0..2-m, labels

=[x, y, z], scaling = constrained, color = gold, view=1[ -8 ..8,-8..8,-2..2 ]) :

3w
gmeT314 = plot3d(subs(a1 =1, a2=5, bl =2, b2=2, ET31(u, v)), y= N +0.001.2mu=0.2m,

labels =[x, y, z], scaling = constrained, color = gold, view=1[-8..8,-8..8,-2..2 ]) :

display(grafET3H, grafETy 5, grafETy 5, grafET3l4)
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