
Modellering af forskellige typer af torus
Herunder modelleres og tegnes en almindelig (cirkulær) torus samt 2 typer elliptisk torus.

https://mathworld.wolfram.com/EllipticTorus.html

Grundlæggende matematisk viden

Cirkel
Parametrisering for en cirkel (angivet i -planen):

https://en.wikipedia.org/wiki/Circle#Equations

Ellipse
Parametrisering for ellipse (angivet i -planen):

https://en.wikipedia.org/wiki/Ellipse#Standard_parametric_representation

Rotation om z-aksen
Rotationsmatrix om -aksen:
https://en.wikipedia.org/wiki/Rotation_matrix#In_three_dimensions

Guldins teorem (sætning)
Overfladearealer, som fremkommer ved rotation af en kurve om f.eks. -aksen, kan beregnes simpelt.
Volumen, som fremkommer ved rotation af et plant område om f.eks. -aksen, kan beregnes simpelt.

https://en.wikipedia.org/wiki/Pappus%27s_centroid_theorem

Kan anvendes på en cirkulær torus!

Bestemmelse af overfladeareal og volumen ved integration af en 
parametriseret rumligt område
Formlerne anvendes på DTU i Matematik 1 undervisningen:
https://steen-toft.dk/mat/3d-print/torus_x/integral.pdf



Cirkulær torus
(lodret cirkel kører rundt i en vandret cirkel med centrum i origo)

De 2 nedenstående modeller giver samme resultat.

a) Model: En lodret cirkel med centrum på -aksen roteres om -aksen

En lodret cirkel i -planen med radius  og centrum i :

 = 

Den lodrette cirkel roteres vinklen  om -aksen (ved hjælp af rotationsmatricen):

 = 

Den cirkulære torus tegnes:

b) Model: En lodret cirkel med centrum i origo roteres om -aksen,
og centrum for cirklen forskydes ud til den vandrette cirkel



En lodret cirkel  i -planen med radius  og centrum i origo:

 =  

En vandret cirkel  i -planen med radius  og centrum i origo:

 = 

Cirklen  roteres med vinklen  om -aksen (ved brug af rotationsmatricen), og centrum for cirklen 
forskydes ud til cirklen :

 = 

Den cirkulære torus tegnes:



Overfladeareal
I følge Guldins sætning vil overfladearealet af den cirkulære torus være:

 

Beregning med formlerne fra DTU:

Vedr. beregning af overfladeareal, når fladen er parametriseret:
https://steen-toft.dk/mat/3d-print/torus_x/integral.pdf

 = 

 = 

 = 

Beregner overfladearealet ved at nøjes med en 90 ° rotation om -aksen, og så gange facit med 4!

 = 



 = 
Altså samme formel!

Volumen
I følge Guldins sætning vil volumenet af den cirkulære torus være:

 

Elliptisk torus I
(en lodret ellipse kører rundt i en vandret cirkel med centrum i origo)

En lodret ellipse i -planen med centrum i :

 = 

Ellipsen roteres om -aksen med vinklen :

 = 

Den elliptiske torus kan nu tegnes.

Den elliptiske torus er elliptisk på 1 led, nemlig lodret!

Høj model:



Fremstilling af STL-filen "et1hoej.stl":
 = 230484

NB: Filen ligger bagefter i brugerens mappe i Windows (f.eks. "C:\Users\Steen").

Flad model:



Fremstilling af STL-filen "et1flad.stl":
 = 230484

NB: Filen ligger bagefter i brugerens mappe i Windows (f.eks. "C:\Users\Steen").

Elliptisk torus II
(lodret cirkel kører rundt i en vandret ellipse med centrum i origo)

Model: En lodret cirkel roteres om -aksen,
og centrum af cirklen forskydes ud til den vandrette ellipse

NB: I denne model er den lodrette cirkel ikke vinkelret på den vandrette ellipse!

En lodret cirkel i -planen med centrum i origo:

 = 

En vandret ellipse i -planen med centrum i origo:

 = 

Cirklen roteres om -aksen, og centrum for cirklen forskydes ud til ellipsen:



 = 

Den elliptiske torus kan nu tegnes:

Den elliptiske torus er elliptisk på 1 led, nemlig vandret!

Fremstilling af STL-filen "et2.stl":
 = 230484

NB: Filen ligger bagefter i brugerens mappe i Windows (f.eks. "C:\Users\Steen").

Model: I ethvert punkt på den vandrette ellipse placeres en lodret cirkel med 
centrum i punktet, så cirklen er ortogonal på den elliptiske bane.

NB: I denne model er den lodrette cirkel vinkelret på den vandrette ellipse!

En lodret cirkel i -planen med centrum i origo:

 = 

En vandret ellipse i -planen med centrum i origo:



 = 

Tangentvenktor til den elliptiske bane er vandret og givet ved:

 = 

Tangentvektoren roteres 270° om -aksen, så man får retningen som den lodrette cirkel skal placeres i.
Det svarer faktisk til minus tværvektoren i :

 = 

Retningen:

 = 

Den lodrette cirkel roteres vinklen , og centrum forskydes til ellipsen:

 = 

Den elliptiske torus kan nu tegnes:



Den elliptiske torus bliver ikke så pæn ved  og .

Derfor tegnes den i 4 afdelinger, hvor man fratrækker 0.001. De 4 afdelinger sammensættes så:



Elliptisk torus III
(lodret ellipse kører rundt i en vandret ellipse med centrum i origo)

Model: En lodret ellipse roteres om z-aksen,
og centrum for den lodrette ellipse forskydes ud til den vandrette ellipse

NB: I denne model er den lodrette ellipse ikke vinkelret på den vandrette ellipse!

En lodret ellipse i -planen med centrum i origo:

 = 

En vandret ellipse i -planen med centrum i origo:

 = 

Den lodrette ellipse roteres om z-aksen, og centrum for den lodrette ellipse forskydes ud til den vandrette 
ellipse:



 = 

Den elliptiske torus kan nu tegnes:

Den elliptiske torus er elliptisk på 2 leder, nemlig både vandret og lodret!

Fremstilling af STL-filen "et3.stl":
 = 230484

NB: Filen ligger bagefter i brugerens mappe i Windows (f.eks. "C:\Users\Steen").

Model: I ethvert punkt på den vandrette ellipse placeres en lodret ellipse med 
centrum i punktet, så cirklen er ortogonal på den elliptiske bane.

NB: I denne model er den lodrette cirkel vinkelret på den vandrette ellipse!

En lodret ellipse i -planen med centrum i origo:

 = 

En vandret ellipse i -planen med centrum i origo:



 = 

Tangentvenktor til den vandrette elliptiske bane er vandret og givet ved:

 = 

Tangentvektoren roteres 270° om -aksen, så man får retningen som den lodrette ellipse skal placeres i.
Det svarer faktisk til minus tværvektoren i :

 = 

Retningen:

 = 

Den lodrette cirkel roteres vinklen , og centrum forskydes til ellipsen:

 = 

Den elliptiske torus kan nu tegnes:



Den elliptiske torus bliver ikke så pæn ved  og .

Derfor tegnes den i 4 afdelinger, hvor man fratrækker 0.001. De 4 afdelinger sammensættes så:




