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restart : with(plots) :

Definition af den radon transformerede af f:

[e¢]

radon(p, ¢) ==J f(p-cos(@) —t-sin(@), p-sin(@) + t-cos(¢)) dz:

— 0

Radon-transformationen udtrykker linje-integraler.

VY Forskudt cirkel

Cirklen har centrum i (a,b) og radius c.

32 2 2
Flany) = I (x=a)"+ (»r—b) s

0 otherwise

plot3d(subs(a=3,b=0,c=2,f(x,y)),x=0.6,y=—3.3, numpoints = 100000, color =yellow, labels = [x, y,
z], scaling = constrained)
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Illustrationerne nedenfor:
f er 1 indenfor den sorte cirkel, som har centrum i (a,b) og radius c.

Den sorte linje illustrerer en linje med afstand p fra origo og vinklen ¢ med 2. aksen.

Linjen har ligningen: p=x-cos(¢) + y-sin(¢)
dvs. normalvektoren er (cos(@), sin(¢@)).

Linjen har parameterfremstillingen:

x, = p-cos(¢) — t-sin(@)

Y, = p-sin(@) + r-cos(9)

dvs. retningsvektoren er (—sin(¢), cos(¢)) , altsd tvaervektoren til normalvektoren.




Radon-transformatuion forskudt cirkel Side 3/16 Steen Toft Jergensen

Den Radon-transformerede af linjen er lengden af den linje indenfor den sorte cirkel.

V¥ Skzering mellem cirkel og linje
Kritieriet for at linjen skeerer cirkel er, at afstanden fra cirklens centrum til linje er mindre end cirklens radius:

Afstandsformlen: https://gymhjaelp.dk/AfstandMellemPunktOglinje.php
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l:a-z+b-y+c=0
d — |a-zg+b-yy+el

v/ a? +b°

Her er normalvektoren en enhedsvektor, sé afstanden udtrykkes alene ved telleren i formlen:

Hvis linjen tangerer cirklen eller slet ikke skaerer cirklen, sa er Radon-tranformationen = 0.

Lzengden af skeeringen mellem cirkel og linje

Parameterfremstillingen for linjen:
X, = p-cos(p) — t-sin(Q) :
Y, = p-sin(¢) + t-cos(@) :

Indsaettes parameterfremstillingen for linjen i ligningen for cirklen. Loses mht. parameteren t:
LOS := solve(subs(x=x,y=y,, (x — a)+ (y—b) 202), t) =
cos((p) b—asin()

\/cos ‘b — 2 cos(@) sin(@)ab + sin((p)2 a’ + 2cos(@)ap+2sin(Q)bp— a—b+— p2,
cos( ) b —asin(Q)

\/cos >b* —2cos(@) sin(@)ab +sin(e) a”+2cos(@)ap+2sin(@)bp—da’ — b+ — p2

De 2 losninger for t opskrives:
t,=LOS[1]:¢t, == LOS[2]:
L=

cos((p) b—asin()

\/cos ‘b — 2 cos(@) sin(@)ab + sin((p)2 a’ + 2cos(@)ap+2sin(Q)bp— a—b+— p2

cos((p) b—asin(o)

\/cos *p - 2 cos(¢) sin(@)ab+ sin((p)2 a’ + 2cos(@)ap+2sin(o)bp— a—b+c— p2

Nu kan koordinaterne for de 2 punkter bestemmes:

x1 = subs(tZt X ) :

y, = subs( ) :
= subs( )
= Subs( )

Afstanden mellem de 2 punkter beregnes:
Aigr = \/ 2 (yl y2)2 -
((— (COS(@) b—asin(o)
-
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\/cos ‘b — 2 cos(@) sin(@)ab + sin((p)2 a + 2cos(@)ap+2sin(Q)bp— a—b+— p2 )

sin(¢) + (cos((p) b—asin(e)

\/cos ‘b — 2 cos(@) sin(@)ab + sin((p)2 a + 2cos(@)ap—+2sin(Q)bp— a—b+— p2 )

sm(cp)) + ((cos(o) b — asin(o)

\/cos ‘b — 2 cos(@) sin(@)ab + sin((p)2 a + 2cos(@)ap+2sin(Q)bp— a—b+— p2 )

cos(@) — (cos((p) b—asn(p)

\/cos ‘b — 2 cos(@) sin(@)ab + sin((p)2 a + 2cos(@)ap+2sin(Q)bp— a—b+— p2 )
1/2

cos()) )

V Procedure for Radon-transformationen

Kan anvendes i alle nedenstiende eksempler med cirkler.

restart : with(plots) :

radon :=proc(p, @, a, b, ¢) :: real,
localx s Vo LOS, t,t,,x,,Y,, X0 Vs d;
X, = p cos(@) — t-sin(@) Ly, = p-sin((p) + t-cos(@) :
LOS = solve(subs(xep,yZyp, (x— a) (y— b)2 ), t) :
= LOS[1]:t,:= LOS[2]:

—subs(t—t X ) yl = subs(tZt y ) :

X %

i
X, = subs(

%)
= [T T T

returnd :
end proc:
radon(p, @, a, b, c) |a-cos(¢) + b-sin(e) —p| < c
Rf.. = unapply ) , [p, ©,a,b, c] :
| 0 otherwise

V¥ Sinogram af 1 forskudt cirkel

densityplot( Rfc( P, 0,3,0,2 ) ,p=—6..6, o =0..w, colorscheme = [ "white", "black"])
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VY 2 cirkler

.1 .
Den store cirkel har radius 1 og centrum i (1,0). Den lille cirkel har radius 5 0g centrum i (-2,0).

1 (x—1) +)y <1
1
fry)={1 (x+2)°+y <

0 otherwise
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plot3d(f (x,y), x=—3.3,y=—2 .2, numpoints = 100000, color = yellow, labels = [x, y, z], scaling
= constrained)
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V¥ Radon-transformationen for 2 cirkler

1
Den Radon-transformerede af 2 cirkel. Den ene har radius 1 og centrum i (1,0). Den anden har radius 5 08

centrum i (-2,0).

1
R, (p, ) = Rf(p. ¢,1,0,1) +Rfc(p, ¢,—2,0, 5) ;

V¥ Sinogram af de 2 cirkler

densityplot(sz ( P, O ) ,p=—3.3, ¢ =0..7w, colorscheme = [ "white", "black"])
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VY 4 cirkler, ens og symmetrisk placeret

4 cirkler, alle med radius 1.
Centrene placeret i (2,0), (-2,0), (0,2) og (-2,0).
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1 (x=2)"+)y <1
1 (x+2)+)y <1

fry) =11 X+ (-2 <1
1 ¥+ (y+2)°<1
0 otherwise

plot3d(f (x,y), x=—4.4,y=—4 .4, numpoints = 100000, color = yellow, labels = [x, y, z], scaling
= constrained)
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V¥ Radon-transformationen for 4 cirkler

Radon-transformationen for de 4 cirkler adderes:
| Rf;;(pa (P) = Rfé(pa (P9 29 09 1) + Rfé(pa (Pa_za 07 1) + Rf‘c(pa (Pa 09 29 1) + Rfé(pa (P9 09_2) 1) :

V¥ Sinogram af de 4 cirkler

densilyplot(RjZ( p, @ ) ,p=—4.4, ¢ =0.mx, colorscheme = [ "white", "black"])
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4

Y En ring
Ringen ligger indenfor de 2 radier pa 1 og 2. Centrum for begge er origo, dvs. (0,0).

1 1<X+)y°<4
S(xy) = :

0 otherwise

plot3d(f (x,y),x=—3.3,y=—3..3, numpoints = 100000, color = yellow, labels = [x, y, z], scaling
= constrained)
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¥ Radon-transformationen for ringen

Radon-transformationen for de 2 cirkler subtraheres:

| Rfo(p @) = Ri(p, 9,0,0,2) — Rf(p, ¢, 0,0,1) :
V¥ Sinogram af ringen

densilyplot(Rj; mg( p,¢) ,p=—3.3,¢=0.m, colorscheme = ["white", "black”])
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Y En ring af cirkler

En stribe cirkler med radius » ligger i1 en ring med radius R rundt om origo.
NB: ingen cirkler overlapper!

1
R:=2:r:= g =18
with(plot2D3D2) :

Rotationsmatrix: https://en.wikipedia.org/wiki/Rotation_matrix#In_two_dimensions
cos(8) —sin(0)

ROT(6) = sin(6) cos(0)

Sadvanlig paramterisering af cirklen med radius ». Centrum roterer om origo med radius R.
2.

(r-v-cos(u) , rv-sin(u)) + ROT(;’- =T ).(R, 0) :

n

rringcirkler =

hvoru € [0;2-1t] ogv € [0;1]

display( seq( plotZD( r

ringcirkler’

[0,2-7,0, 1 ]), i=0.(n— 1)), color = black, gridlines, style=surface,
transparency =0.3, view= [ —3 ..3,—3 .3, labels = [x,y])
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¥ Radon-transformationen for ringen af n cirkler

Centrum for cirklerne er:
21

1
9 !
. 2m . (1
C = convert( (ROT[z-—j.(R, 0) ], matrzx) [2,1] =2 sm(— i
Y 9

n

Radon-transformationen for de n cirkler summeres:

n—1

Rfi:ingcirkler( Ps (P) = Z (Rfé(pﬁ ?, Cxa Cya 7’) ) :

b 1=

V¥ Sinogram af ringen af n cirkler

densilyplot( Rf.

C = convert( (ROT[Z" TJ.(R, 0) J, matrix) [1,1] =2 cos( 'ﬂ:)

ingcirkler( P, o) ,p=—3.3, ¢ =0.m colorscheme = [ "white", "black"])

Steen Toft Jergensen
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Klart at sinogrammet er meget morkt omkring |p| =R =2.
| En linje med p =2 vil ga gennem meget af cirklerne!




