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restart : with( plots) : with(plot2D3D2) :

V¥ Firkant (generel formel)

En firkant har akse-parellelle sider med sidelengen 2-c hhv. 2-d og centrum1 (a, D).

Onsker at beregne Radon-transformationen af f* og plotte det tilherende sinogram.

Givet funktionen f.
l x—a<cand|y—0b| <d
J(x%y) = :

Funktionen er 1 péa firkanten, og 0 udenfor.

0 otherwise

Ilustration, hvor a =3, b=3,c=10g d=2.

plot3d(subs(a=3,b=3,c=1,d=2,f(x,y)),x=0..6,y=0..6, numpoints = 10000, color = yellow, labels = [ x,
¥, z], scaling = constrained)
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Firkanten er begraenset af de 4 hjernepunkter maerket P:
Pl=(a—c,b—d),P2=(a+c,b—d),P3=(a+c,b+d) ogP4=(a—c,b+d)

Den rode linje er linjen, der integreres langs.
Firkanten begraenses af 4 linjer.
De 2 lodrette linjer har ligningerne x =a — ¢ (venstre) hhv. x =a + ¢ (hejre).

De 2 vandrette linjer har ligningerne y =b — d (nederst) og y=b + d (overst).

Integrationslinjen skerer altid alle 4 linjer undtagen nar integrationslinjen er vandret eller lodret.

T
Vandret/lodret forekommer, nar ¢ € {0, ER n] .

Radon-transformationen R]%rk(m t( P, (p) udtrykker lengden af skeringslinjen indenfor firkanten. P4 illustrationen

ovenfor er det |SZS3| .

Integrationslinjen har ligningen: p=x-cos(¢) + y-sin(@)
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V¥ Skeeringspunkterne S

T
2

p— (b—d)-sin(o)

Skaeringspunktet mellem integrationslinjen og nederste vandrette linje beregnes:

y=b—d=p=x-cos(@)+ (b—d)sin(¢) ®x=

g =[ p— (b—d)-sin(o) b_dj
! cos() ’

cos()

p— (a+c)-cos(p)

Skaeringspunktet mellem integrationslinjen og hajre lodrette linje beregnes:

x=a+c=p=(a+c)-cos(q)+ysin(e)ey=

p— (a+c)-cos(o) )
sin(o)

sin(¢)

Sz=[a+c,

p—(a— c) -cos( @)

Skaeringspunktet mellem integrationslinjen og venstre lodrette linje beregnes:

x=a—c=p=(a—c)-cos(q)+ysin(¢)ey=

[ p— (a—c)-cos(q) j
a—g¢, .
sin(o)

sin(¢)

S, =

y=b+d=p=x-cos(@) + (b+d)-sin(p) = x= p— (b+d)-sin(e)

Skaeringspunktet mellem integrationslinjen og everste vandrette linje beregnes:

cos(o)

g =[p— (b+d)-sin(o)

[

Skaringspunkterne defineres:

.__p—(b d)-sin(9) 3 l
= sto) 0T
S[2]:= |a+c, P= (aS;(C(g;COS((P) l
S[3]:=|a—c, P~ (as;l(c(gicos((p) l:
5147 = | p— (b+d)-sin(o) b+dl

cos(o) ’

V¥ Opstilling af kriterier for skeringspunkterne

Bestemmer hvilke skeeringspunkter, som ligger pa firkantens kanter!

p— (b—d)-sin(9)
cos(¢)

Hvis S,' s x-koordinat opfylder: a — ¢ <
hjernepunkterne P, og P,.

p— (a+c)-cos(o)
sin(o)

Hvis §," s y-koordinat opfylder: b — d <

hjernepunkterne

Steen Toft Jergensen

Formlerne geelder for ¢ & [0, -, 7[} (altsd ndr integrationslinjen ikke er vandret eller lodret).

< a+ c,siligger §; mellem

< b+d,siligger S, mellem
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P, og P;.

p— (a—c)-cos(o)
sin( o)

Hvis S;'s y-koordinat opfylder: b —d < < b +d,siligger S; mellem
hjernepunkterne P, og P,.
p— (b+d)-sin(e)

cos(9)

Hvis §," s x-koordinat opfylder: a — ¢ < < a+ c,sdligger §, mellem

hjernepunkterne P, og P,.

De relevante x- og y-kordinaterne fra skeringspunkterne S kan hentes sddan her:
p— (b—d)sin(9)
cos()
p— (a+c)cos(o)
sin (o)
p— (a—c)cos(o)
sin( Q)

S,'s x-koordinat: S[4][1]= = (bc;(dtp))sm( .

S,'s x-koordinat: S[1][1] =

S,'s y-koordinat: S[2][2] =

S,'s y-koordinat: S[3][2] =

V Procedure for Radon-transformationen

afstand :=pr0c(Ql, Qz) :: real,
# afstanden mellem de 2 punkter Q, og Q, beregnes

return\/ (Ql[l] — Qz[l])z‘i‘ (Ql[z] - Qz[z])z

end proc:

radon :=proc(p, ¢, a, b, c,d) :: real,

local SK, SP, , SP, , SP, SP4 ; # SK opsamler de relevante skceringspunkter
X Y X

if ((p =0oro= Tt) then # vandret linje gennem firkanten

if ((b—d <p)and (p <b+d)) thenreturn2-celse return 0 end if:
end if:

L
if ((p =5 ) then # lodret linje gennem firkanten

if ((¢ —c<p)and (p <a+c)) thenreturn2-d else return 0 end if:

end if:

sp = L= (2= d)sn(e)
i cos (@)

Sy = 2= (aszl(c(g;cos(cm |

) = 22 (as;(cq));cosw) :

-

# SK skal indeholde de skeeringspunkter, som ligger pd kanten af firkanten
SK:==11]:
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if (is(a —c< SPlx) and is(SPlx <a-+ c)) then SK := [op(SK [SPlx, b— d]] end if:
f (is(b —d < Ssz ) and iS(Ssz <b+ d)) then SK := [op(SK , [a + ¢, SszH end if:
if (is(b —d < SP3y ) and iS(SP3y <b+ d)) then SK := [op(SK , [a -, SP3yH end if:
f (is(a —c <SP, ) and is(SP4x <a+ c)) then SK := [op(SK [SP b+ d]] end if:

4

# resultatet afheenger af antal skceringspunkter pd kanterne

if numelems(SK) < 1 then return 0 end if: # sd er der ingen skeering eller kun skcering i ét hjorne

if numelems(SK) =2 then return afstand(SK[1], SK[2]) end if:

if numelems(SK) =3 then
if SK[1]=SK[2] then return afstand(SK[ 1], SK[3]) # sd ma 1. og 3. skeeringspunkt veere forskellige
else return afstand(SK|[ 1], SK[2]) # sd md 1. og 2. skeeringspunkt veere forskellige
end if:

end if:

if numelems(SK) =4 thenreturn |/ (2- ¢)” + (2- d)” endif:
# sa ma skeeringspunkterne veere i diagonale hjorner!
end proc:

mdon[Z -, 3, 3,1,2]

mdon(Z T, 3, 3, 1,2

2
radon(2, 0, 3, 3, 1,2) 2
T

,3,3,1,2

don| 4, —
mon[,?)

~— ||
A
E

T
radon(l,—,3,3,l,2 0

3

evalf(radon( —,3,3,1, 2)] =1.757359313
evalf (radon(3, 1, 3,3,1,2)) =2.370895092

evalf(radon( —, 3,3, 1,2)] 4,

3 T
evalf(radon(3, R 3,3,1, 2] ) =0.
V¥ Sinogram for en general akseparallel firkant

Givet funktionen f.
x—a| <cand|y—0b| < d
fxy) = :

Funktionen er 1 pé firkanten, og 0 udenfor.

0 otherwise

Her veelges en akseparallel firkant med centrum i (3,3) og halve sidelcengder pa 1 hhv. 2.

Udregner en stribe funktionsverdier kan godt lade sig gere:
seq(mdon(p, 0,3,3,1, 2), p=—6.6,1 ) =0,0,0,0,0,0,0,2,2,2,2,2,0

Maple help
1) Error, cannot determine if this expression is true or false:

https://www.maplesoft.com/support/help/errors/view.aspx ?path=FError,%20(in%20radon)
%20cannot%?20determine%20if%20this%20expression%20is%20true%2001%20false%3 A%200%20%3C
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%3D%206-3%S5E(1%2F2)%20and%20-3%SE(1%2F2)%20%3C%3D%20-4

2)
Unevaluated Expressions, 'expr'":
https://www.maplesoft.com/support/help/errors/view.aspx ?path=uneval

Konklusion: der skal settes ' ' omkring funktionen radon, dvs. radon for at kunne plotte graf og tegne
signogram!!!

Men plotning af graf forudsatter ' ' omkring funktionen radon!!!
Plotter grafen over Radon-transformationen nér ¢ =0:

plot( 'radon‘(p, 0,3,3,1, 2), p=0..6, color =red, thickness = 3)
2_

1.5 1

0.5 1

T
Plotter grafen over Radon-transformationen nar ¢ = > :

T
plot( 'raa’on'(p, EE 3,3,1, 2], p=0..6, color =red, thickness = 3)
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p

Og plotning af sinogrammet forudsatter ' ' omkring funktionen radon!!!
Sinogrammet kan nu plottes ud fra den beregnede Radon-transformation af f":

densityplot( 'radon'(p, ¢»,3,3,1,2 ), p=—7.7,9=0.m, colorscheme = ["white", "black"])



Radon-transformation firkant (generelt) Side 8/23 Steen Toft Jergensen

Lid

(%]

-6 —4 -2 0 2 4 6
P
Dette er sinogrammet for en akseparallel firkant med centrum i (3,3) og halve sideleengder pd 1 hhv. 2.

NB: intervallet for p pa sinogrammet er valgt fra -7 til 7, da afstanden fra origo til hjernet
P3=(a+c,b+d).

Hergiverdet | (a+¢)’ + (b+d) =/ (3+2) + (3+ 1) = /5 +4 = [25+ 16 = /41
evalf (41 ) =6.403124237

V¥ Sinogram for standard firkant

Akseparallel firkant med centrum i (0,0) og halve sidelengder pé 1.
Dvs. x og y ligger mellem -1 og 1.

Givet funktionen f.
I |y <land]y <1

f(xy) =

0 otherwise

densilyplot( 'radon'(p, 0,0,0,1,1 ), p=—2.2,9=0.m, colorscheme = | "white", "black"])
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Sinogram for 2 akseparallelle firkanter

Givet 2 akseparallelle firkanter.
Den ene med centrum i (-2,0) og sideleengder 2.
Den anden med centrum i (2,0) og sidelengder 2.

Givet funktionen f.

I x+2|<land]y <1
hw) = 0 otherwise

I x=2|<Tland|y <1
Loy = 0 otherwise .

f(xy) =fy) +hH(xy):

En parametrisering af omraderne, hvor funktionen er 1. Alle andre steder er den 0.

r, = (u,v) : hvoru € [—3;—1]ogv€ [—1;1]

1
ry= (u,v) thvoru € [1;3]ogveE [—1;1]

2

Plot af omrédet i planen hvor funktionen er 1:

Il =

Steen Toft Jergensen

-

._.
Lh

—

P = display( plotZD(rl, [—3,—L—-11 ]), color = cyan, gridlines, style = surface, transparency = 0.4, view

=[—4.4,—4.4], labels = [x,¥]):

P, = display( plotZD(rz, [1,3,—1,1 ]), color = cyan, gridlines, style= surface, transparency =0.4, view= |

—4.4,—4.4], labels = [x,y]) :
display(Pl, Pz)
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4 =

-

—}

plot3d(f(x, y), x=—4.4,y=—4.4, numpoints = 10000, color =yellow, labels = [x, y, z], scaling
= constrained )




Steen Toft Jergensen

Side 11/23

Radon-transformation firkant (generelt)

—

i
..“ﬂ
I
{

0

.ﬁ,,
W
|

4

i
i

-

\
(

)
,

)

p

!

!
,

2

-transformatterede er summen af 2 firkants formler:

Den Radon
Rf(p, @) :

®,2,0,1,1):

(p.

+'radon'

0,1,1)

b

2

P, ¢, —

(

'radon'

_TC
_2.

Plotter grafen over Radon-transformationen nér ¢

!

red, thickness

=—4 .4, color=

T
pZOt(Rf[p’ 5 Ja p
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2 -

1.5 -

0.5 4

T
Plotter grafen over Radon-transformationen nér ¢ = E

T
plot(Rf[p, 7 ], p=—4.4, color =red, thickness =3
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Sinogrammet for Radon-transformationen i tilfeeldet med 2 firkanter:
densilyplot(Rf( P, ¢ ) ,p=—4.4, ¢ =0.mx, colorscheme = [ "white", "black"])
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o

3

—

V¥ Sinogram for 4 akseparallelle firkanter

Givet 4 akseparallelle firkanter. Alle med sideleengder 2.
Centrene i (-2,2), (2,2), (-2,-2) og (2,-2).

Givet funktionen f.

I x+2[<land]py—2| <1
hwy) = 0 otherwise

I p=2|<land|y—2I <1
Hny) = 0 otherwise .

I p+2/<landpp+2 <1
Hlny) = 0 otherwise

I =2 <land|y+2| <1
ACS '

0 otherwise
x’

S y) =f(xy) +LHxy) FL0Y) F4L((6Y):

En parametrisering af omraderne, hvor funktionen er 1. Alle andre steder er funktionen 0.
r = (u,v) thvoru € [=3;—1]ogv e [1;3]

r, = (u,v) :hvoru € [1;3]ogv € [1;3]

ry = (u,v) thvoru € [=3;—1]ogvE [—3;—1]

r, = (u,v) thvoru € [1;3]ogv e [=3;—1]

Plot af omrédet 1 planen hvor funktionen er 1:
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4,—4 ..4], labels = [x,y]) :

display(Pl, P, P, P4)

—4..4,—4..4], labels = [x,y]) :

Side 15/23

P, = display( plotZD(rz, [1,3,1, 3]), color = cyan, gridlines, style=surface, transparency = 0.4, view=[ —4

P, = display( plotZD(r3, [ 3,—1,—3,—1 ]), color = cyan, gridlines, style= surface, transparency = 0.4,
view=[—4.4,—4.4], labels =[x, y]) :

P, = display( plotZD(r4, [1,3,—3,—1 ]), color = cyan, gridlines, style=surface, transparency = 0.4, view= |

— 4

LS .

plot3d(f(x,y), x=—4 .4,y =—4 .4, numpoints = 10000, color = yellow, labels =[x, y, z], scaling
= constrained)

Steen Toft Jergensen
P = display( plotZD(rl, [—3,—11,3] ), color = cyan, gridlines, style = surface, transparency = 0.4, view
=[—4.4,—4.4], labels = [x,y]) ;
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Den Radon-transformatterede er summen af 4 firkants formler:

Rf(p, (p) =='rad0n'(p, 0,—2,2,1, 1) +'rad0n'(p, 0,2,2,1, 1) +'radon'(p, 0,—2,—2,1, 1) + 'radon‘(p,
¢0,2,—2,1, 1) :

T
Plotter grafen over Radon-transformationen nér ¢ = o

T
plot(Rf[p, > ), p=—06..6, color =red, thickness =3 )
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4 -

T
Plotter grafen over Radon-transformationen nér ¢ = E

T
plot(Rf[p, 7 ] , p=—06..6, color =red, thickness =3
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p
Sinogrammet for Radon-transformationen i tilfzeldet med 4 firkanter:

densilyplot(Rf( P, @ ), p=—6..6, 9 =0..m, colorscheme = | "white", "black"])

]

Ly

i

Lal

]

—_
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V¥ Sinogram for firkant med hul i

Givet 2 akseparallelle firkanter. Begge med centrum i (0,0).
Den ene med sidelengder 4. Den anden sideleengder 2.

Givet funktionen f.

1 | <land|y <1
Jitny) = 0 otherwise

I |xl £2and|y <2
Hlny) = 0 otherwise ’

f(x,y) ==f2(x,y) _f1(x9y) :

En parametrisering af omraderne, hvor funktionen er 1. Alle andre steder er den 0.

r, = (u,v) :hvoru € [—l;l]ogve [—1;1]

ry = (u,v) :hvoru € [—2;2]0gv€ [—2;2]

Plot af omrédet i planen hvor funktionen er 1:

P = display( plotZD(rl, [—1LL—-11 ]), color = white, gridlines, style= surface, transparency =0, view= |
—4.4,—4 ..4], labels =[x, y]) :

P, = display( plotZD(r2, [—2,2,—2,2] ), color = cyan, gridlines, style= surface, transparency = 0.4, view
= [ —4.4,—4 ..4], labels = [x,y]) :

display(Pz, P, )

plot3d(f(x, ), x=—4.4,y=—4 .4, numpoints = 10000, color = yellow, labels = [x, y, z], scaling
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= constrained )

Den Radon-transformatterede er differensen af 2 firkants formler:
Rf(p, (p) =='radon'(p, ¢, 0,0, 2, 2) —'radon‘(p, ¢,0,0,1, 1) :

T
NB: en lille ungjagtighed ndr p=+ 1 og ¢ =0 eller ¢ = 5 F.eks. Rf (1, 0) : evalf (%) = 2.

Her er Radon-transformationen faktisk 4, mens formlen ovenfor giver 2. Det kompenseres der for:

Rf(1,0) ==4:Rf(l,g) =4:Rf(—1,0) ==4:Rf(—l,;) =4

Plotter grafen over Radon-transformationen nar ¢ = > :

T
plot(Rf[p, > ] , p=—4..4, color =red, thickness =3 ]
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— 4- E—
N
e ee—
1-
4 -3 -2 0 I 2 3 4

T
Plotter grafen over Radon-transformationen nér ¢ = E

T
plot(Rf[p, 7 ], p=—4.4, color =red, thickness =3
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2.5 1

1.5 -

0.5 4

Sinogrammet for Radon-transformationen 1 tilfeeldet med firkanten med hul i:
densilyplot(Rf( P, ¢ ) ,p=—4.4, ¢ =0.mx, colorscheme = [ "white", "black"])
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