Den komplekse gaettemetode Side 1/3 Steen Toft Jergensen

Den komplekse gaettemetode

2. ordens linecer differentialligning med konstante koefficienter
| eNote 18 afsnit 18.3.3, metode 18.17, eksempel 18.18

Differentialligning:
X"(f) —2-x"(f) — 2-x(f) =19-¢" "-cos(£) — 35-¢" "-sin(f)

Hejresiden kan skrives:

m(e* 01 =

19-Re(e!* 77) +35-Re(i-e” T) =Re( (19 +i:35) e 777)

dvs. 19-e4't-cos(t) — 35-64't-sin(t) =Re( (19 +i-35) N C )
Bemcerk fortegnsskiftet foran 35!

(4+i)-t)

Geet: xPARTIKULZR(t) = Re(c-e hvor ¢ € C

NB: eNoten opererer med et mere besva;rligt udtryk:
XPARTIKULZER(t) =Re( (¢ +id)-¢**7") hvor ¢, d €R

Jeg foretraekker en kompleks konstant c.
Sa skal man kun lese én kompleks ligning frem for 2 relle ligninger.

Med simuleret handregning far man:

;> restart

| Reel differentialligning:

> DiffLignR = x"(¢) —2-x'(t) —2-x(t) =19-¢" "-cos(¢) —35-e*"-sin(¢)

i DiffLignR = D (x) () —2D(x) (¢) —2 x(¢) =19 ¢*"cos(#) — 35 ¢* " sin(¢)
| Kompleks differentialligning:

> DiffLignC = x"(t) —2-x'(¢) —2-x(t) = (19 + 1-35) -+ * 7"

i DiffLignC == D (x) (1) =2 D(x) () =2 x(¢) = (19 +35T) e* TV!
;Gaettede losning, hvor ¢ er et komplekst tal:

> xGAET(t) = c-e* T

XGAET =t > c-et D!
=> subs(x =xGAT, DiffLignC)

i D'? (xGAT) () — 2 D(xGAT) (1) —2xGAET (1) = (19 +351) e 1
> simplify(%)

(5460 ce*TVi=(19 +351) # D!

19-e*"-cos(¢) —35-e4't-sin(t) = 19-e4't-Re(ei't) —35-e4't-Im(ei't) = 19-Re(e(4+i)'t) —

0y

()]

(©))

(C))

(6))
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I denne ligning kan eksponential-funktionen forkortes vaek.
| Ligningen kan lgses mht. c:

> ¢ = solve(%, c)

| c=5+1

> xGAET(t)

(5+1 et Fh!

> Re(xGAET(1))
R((5+1e**D)

> evalc(%)
5 e4tcos(t) —e4tsin(t)

Den partikulere lgsning er saledes: 5 et cos(t) — et sin(¢)

Y Tjek med Maple

[ Test at det faktisk er en losning til den givne reelle differentialligning:

[ > xPARTIKULAR = unapply((9), t) :

> xPARTIKULAR(t)

i Se‘”cos(t) —e4tsin(t)

(> subs(x=xPARTIKULAR, DiffLignR)

D?) (xPARTIKULAR) (t) — 2 D(xPARTIKULAR) (t) — 2 xPARTIKULAR (t)
i =19 e4tcos(t) —35 e4[sin(t)

> simplify( %)

i e’ (19 cos(1) — 35 sin(z)) =e*' (19 cos(r) — 35 sin(7))
:OK. Det passer!

VY Generel metode

Hvis hojre siden er = a-e”"-cos(@-7) —b-¢” -sin(®-?)

kan den skrives pd kompleks form som = Re( (a +b-i) -e(Oc o) 't)

Sé& anvendes som gat denne funktion xGAET (1) = c-e(OC )

som indsettes som x(¢) i den komplekse udgave af differentialligningen:
x"(¢) —2-x'(t) —2-x(t) =(a + b-i) _e(oc+m-z) t

Naér c er fundet, sd er den partikulere lgsning givet ved:
| xPARTIKULAZR(t) =Re(xGAET(¢))

Y Losningen pa formen 4-cos(®-z+ 0) hvis aa=0

(6

)

®

®

(1.1)

(1.2)

(1.3)

|_Hvis o.=0 vil lesningen vil sa vare en ren kombination af sin og cos. Dvs. eksponentialleddet vil
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mangle.

Man kan s& omskrive losningen til formen 4-cos(®-z 4+ 0) ved at anvende denne beskrivelse:
https://steen-toft.dk/mat/dtu/20152016/tema/amplitud.pdf

Men man kan slippe lettere om ved det!
Hvis 0.=0 s4 bliver lgsningen pa formen ¢-¢ ®”’

¢ kan omskrives til || -ei'e, hvor |c| er modulus af ¢ og 0 er agumentet til c.

- 0 ot

Derfor kan den komplekse lesning skrives c-¢" ®'=|c|-¢ %-¢" " = || e

Den reelle losning fas s& som realdelen, dvs.
| Re(|c| o8 - || -cos(w-t+0) =|c|-cos(®-7 +arg(c)) .




