2. ordens differentialligning Side 1/5 Steen Toft Jergensen

2. ordens differentialligninger med konstante

koefficienter

Generel algoritme til bestemmelse af en partikulaer
losning, nar hejre siden er et polynomium

¥ Opgave 3A, Uge 13, StoreDag

Betragt den linezere afbildning f : C*°(R) — C*(R) givet ved

f(a(t)) =" (t) + 3 (t) — 4(t) .

Geet en partikulzer lesning til den inhomogene differentialligning
F(z(t)) =29 — 12t

og opstil derefter den fuldstzendige lgsning til ligningen.

FX) = diff (X 1,0) + 3-diff (X, 1) — 4-X:
d’ d

f(x(t)) = ? x(t)+3 m x(t) —4x(1)

f(cos(t)) = -5cos(t) — 3 sin(¢)

dsolve(f (x(1)) =0) =x(t) =_Cl &+ _C2¢™

V¥ Simuleret handregning, nar hejre side er 29 — 12-¢

restart

Sf(X) = diff (X, 1, 1) + 3-diff (X, 1) — 4-X:
HS:=29—12¢t=29 —12¢

GAET :=at+b:

VS:=f(GET) =-4at+3a—4b

L :=solve({-4-a=-12,3-a—4-b=29}) = {a=3,b=-5}
a:=rhs(L[1]) :b:=rhs(L[2]) :

GAET =3t—5

Inhomogen partikuleer losning: x(¢) =3-¢— 5

Maple tjek:
dsolve(f(x(t)) =HS) =x(1)=¢ _C2+e™* Cl+31—5
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Y Generel algoritme, nir den inhomogene del er et polynomium

Herunder vises, hvordan man kan programmere en generel algoritme i Maple, som finder den partikulzere
losning!

Folger metode 18.6 i eNote 18.

ll Metode 18.6 Polynomium

Givet den inhomogene differentialligning
X(t) + ayx'(t) +agx(t) = q(t), t€], (18-32)

hvor g er et n-te gradspolynomium. Hvis a4y # 0 findes der et polynomium af grad
n som er en partikuleer losning til differentialligningen. Generelt findes der et poly-
nomium af grad hejst n 42 som er en partikuleer losning til differentialligningen.
Man finder partikuleere losninger pa de neevnte former ved at indseaette polynomier
af passende grad med ubekendte koefficienter i differentialligningens venstreside
og afstemme med g, jf. identitetsseetningen for polynomier, eNote 2, seetning 2.15.

Arsagen til at man ma preve med et polynomium, som er 2 grader hejere end hejresidens polynomium er,
at 2. ordens differentialligningens vesntre side kan resultere i et polynomium, som er op til 2 grader lavere.

Hyvis a =0, sa bliver resultatet 1 grad lavere. Hvis bade a;=0 og a, =0, sa bliver resultatet 2 grader

lavere.

Brugeren skal indtaste de 2 naste linjer (markeret med redt), nemlig venstre side af differentialligningen ( (X))
og hejre side af differentialligningen (#S).

restart

V¥ Indtast (afhzenger af opgaveteksten)

Indskriv venstre side af differentialligningen (som en funktion):

F(X) = diff (X, 1,1) + 3-diff (X, 1) — 4-X:

Heojre siden (den inhomogene del) indskrives, s kerer resten automatisk:
 HS =29 —12¢:

V¥ Her kerer den generelle algoritme

Graden af hgjre siden +2:
n = degree(HS) + 2 =3

Generel polynomium af grad 2 hgjere end hgjresiden opbygges:
GAET =0:
for i from O ton do
GAET := GAET + c[i] -t :
od:
_ 3 2
GA’ET—C3t te,ttettc,

Gaettet indsaettes i venstre siden og omstruktureres efter potenser af ¢:
VS:=f(GAT) =-4r c,—4rfc)+9F c,—4te,+6tc,+6tc,—4c,+3¢ +2c,
VS = collect(VS, t) = -4 ¢, + (-4e,+9¢) £+ (4o, +6c,+6c)1—dc+3¢ +20,
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Koefficienterne i de 2 polynomier skal vare ens. Det giver lesningen pd koefficienterne:
L := solve( {seq(coeff (VS, t, i) =coeff (HS, t,i),i=0.n)}, {seq(c[i],i=0.n)})
{c0= -5, ¢, =3, cz=0, c3=0}

Nu opbygges losningen, som et er polynomium:
LOSN = 0:
for i from 0 ton do
cl[il]=rhs(L[i+ 1]):
LOSN = LOSN + c[i]-1 :
od:

En inhomogen partikulaer losning er sa:
LOSN = -5+ 3¢

Maple tjek:
dsolve(f(x(t)) =HS) =x(t)=e¢ "' C2+¢€ ClI—5+31¢

Y Kzempe eksempel med den generelle algoritme: 29 —2-¢++7 —2-F ++¢

restart

Indskriv venstre side af differentialligningen (som en funktion):

f(X) = diff (X, 1, 1) + 3-diff (X, 1) — 4-X:

Hejre siden (den inhomogene del) indskrives, s kerer resten automatisk:
HS:=29—2-t+F =272 +1 :

Graden af hejre siden er:
n = degree(HS) +2 =9

Generel polynomium af grad 2 hgjere end hgjresiden opbygges:
GAET :=0:
for i from O ton do
GAET = GAET + c[i]-1:
od:
__ .9 8 7 6 5 4 3 2
GAET = =cgt gttt te i toe et teyt o, tette

Geettet indsattes 1 venstre siden og omstruktureres efter potensen af ¢:

VS = f(GAET) =
9 8 8 7 7 7 6 6 6 5 5

-4¢ 09—4t 08+27t 09—4t c7+24t 08+72t 09—4t c6+21t c7+56t 08—4t et 18 ¢ C

5 4 4 4 3 3 3 2 2

+420c,—4ic,+ 15 c,+30f c,— 4P c;+ 120 ¢, + 200 e, — 4P c)+9 e, + 127 ¢, — 41,
+6tc,+6tc;—4c,+3c¢,+2¢

VS := collect(VS, t) =

eyl (~Aegt2T¢) I (<At 2+ T2¢,) 1+ (<ot 21 e+ 56¢) £+ (<o + I8¢
+426) 0 (<ot 15 e +30¢) i (<ot 120, +20¢) £ (<o, + 9+ 12¢,) P (
—401—|—6c2-|—6c3)t—4co—|—3cl—|-2c2

Koefficienterne i de 2 polynomier skal vere ens. Det giver losningen pé koefficienterne:

L := solve({seq(coeff (VS, t, i) =coeff (HS, t,i),i=0.n)}, {seq(c[i],i=0.n)})

4148737 1029631 257537 21461 5355 273 21

7" 4006 € 1024 °2" " 512 0BT T 108 0% T8 ST T30 0% T 1607
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Nu opbygges lasningen, som et er polynomium:
LOSN = 0:
for i from O ton do
clil]=rhs(L[i+ 1]):
LOSN := LOSN + c[i]-I:
od:

En inhomogen partikular lesning er sé:

4148737 1029631 257537 , 21461 5 5355 4 273 5 21 5 1 4
LOSN 4096 024 7 sz CT s C T s T T2 T e T

Maple tjek:
dsolve(f(x(t)) =HS) =
4148737 1029631+  257537F  21461¢ 5355+  273¢f  21f°

-4t t _ _ _ _ . _ _
Xr)=e " G2+ e 1= 1006 1024 512 128 128 3 16

1‘7
4
Eksempel hvor det faktisk er nedvendigt at ga 2 grader over hgjresiden

restart
Indskriv venstre side af differentialligningen (som en funktion):
S(X) =diff (X, 1,1) :

Haejre siden (den inhomogene del) indskrives, s kerer resten automatisk:
HS =29 —2-t+7 =20 +1 :

Graden af hgjre siden er:
n = degree(HS) +2 =9

Generel polynomium af grad 2 hgjere end hejresiden opbygges:
GAET =0:
for i from O ton do
GAET == GET + c[i]-t :
od:
_ 9 8 7 6 S A4 3 2
GAET = =cyt + ¢t +ct tct et +c,t oyt +e,f +cttg

Geettet indsattes 1 venstre siden og omstruktureres efter potensen af ¢:

VS =f(GET) =721 cy+ 56 L cg+ 42 ¢, + 301 ¢ +200 e+ 127 ¢, + 61c,+ 2,
VS := collect(VS, t) =72 z‘7cg—|— 56 1608 + 42 tsc7 + 30 z‘4c6—|— 20 1305 + 12 t204—|— 6tc;+2c,
Koefficienterne i de 2 polynomier skal vere ens. Det giver losningen pé koefficienterne:

L = solve({seq(coeff (VS, t,i) =coeff (HS, t,1),i=0.n)}, {seq(c[i],i=0.n)}) =

29 1 1 1 B _ B 1

7,03— —?,04— E,CS— —1—0,06—0, c7—0, 08—0, Co= £y

NB: der sket det her, at den homogene lesning ¢, - + ¢ faktisk kommer med her.

COZCO’ C1 =Cl, sz

Nu opbygges losningen, som et er polynomium:
LOSN =0 :
for i from O ton do
cli]==rhs(L[i+ 1]):
LOSN = LOSN + c[i]-1 :
od:
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En inhomogen partikular lgsning er sa:

29 5 1 3 1 4 1 5 1 o

L = =2 A = — A = —

OSN =c t+c,+ ) t 3 +12t 10 +72t
For at fa én partikuler lesning ma man stryge c,-¢ + ¢, (som jo her er losningen til den homogene
differentialligning)!
Maple tjek:
dsolve( f(x(t)) = HS) = x(t) R T T,

72 10 12 3 2 - -



