Regning med vektorer og matricer i Maple Side 1/14 Steen Toft Jergensen

Overalt 1 denne beskrivelse anvendes Maple-pakken LinearAlgebra.

restart : with(LinearAlgebra) :

Vektorer

Y Definition af vektor
Direkte med < og > samt , :

-2
wi=(-2,3,-4) =| 3

—4
eller:

Med skabelon fra "Matrix-paletten".
NB: Der skal sta "Insert Vector|column]" for neden!

1 1

yvi=| 2 |= 2

-1 —1

¥ Nulvektor

Vektor med lutter O'er:
o]

0

ZeroVector(4) = 0

0

Y Langde af vektor
-2
u = 3
—4
Norm(u, 2) =m
NB: Vigtigt, at parameteren 2 skrives.

Hyvis 2 udelades, sa bliver resultatet den numerisk storste koordinat (svarende til co normen)!
Norm(u) =4
| Norm(u,*) =4

VY Enhedsvektor ud fra vektor

Normalize(u, 2) =
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NB: Vigtigt, at parémeteren 2 anferes.

eller:

L
Norm(u, 2)

VectorAngle(u, v) = arccos[

29

429

29

29

429
29

| NB: Vigtigt, at phrameteren 2 anferes.

VY Vinkel mellem 2 vektorer

ey
87

evalf (%) = 0.9191723423

eller:

u

Y

arccos(

Norm(u, 2)-Norm(v, 2

evalf (%) = 0.9191723423

0,

T

Dvs. vinklen er ca. 0.919 radianer = 52.7°

2. 180 = 52.66469585

Y Krydsprodukt i R

5
uxyv=| —6
—7
eller:
with(VektorAnalyse4) :
5
kryds(u,v) =| —6
—7

Side 2/14

) o 255

Y Konvertering fra vektor til sgjlematrix
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1

2

—1
type(v, Vector) = true
type(v, Matrix) = false

w = convert(v, Matrix) = | 2

type(w, Matrix) = true
type(w, Vector) = false

NB: v og w ser ens ud, men fungerer ikke ens!

Pas p4, nir du bruger skabelon fra '"Matrix-paletten"'!

Matricer

VY Definition af matrix

Direkte med < og > samt, ; og | :

1 23
M:==(1,2,3;4,5,6) =
5 6
1 4
M2 = (1,2,3]4,5,6) = | 2 5
3 6

Med skabelon fra "Matrix-paletten".
NB: der skal sta "Insert Matrix" for neden!

1 -1 1 I —1 1
N=|2 4 -1|=(2 4 -1
0 0 3 0 O 3

V¥ Konvertering af matrix til vektor

Konvertering af matrix til vektor (tages sajlevis):
1 23

4 56

convert(M, Vector) =

AN W W N RN =

Visning af en stor matrix

Umiddelbart viser Maple kun indholdet i en matrix pa max. 10 x 10.
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IdentityMatrix(13) =

IdentityMatrix(13) =

S O O O O O o o o o o o =

Y Enhedsmatrix

1

0
IdentityMatrix(4) = 0
0

V¥ Diagonalmatrix

S O O O O o o o o &~

S O O O O O O o o o o = o

0

1
0
0

S O O O O o o o = O

S O O O O O o o o o = o o

0

0
1
0

S O O O o o o = O O

S O O O O O o o o = o o o<

Enhedsmatrix af storrelse 4 x 4:

DiagonalMatrix([7,9, 13,0]) =

- o o O

S O O O o o = o o <o

S O O O O O o o = o o o o

S O O O O = O O O O

S O O O o o o = O O o o o

S O O o = O O O O O

S O O O O o = O o o o o <o

S O O = O O o o o <o

S O O O O = O O O o o o o

S O = O O O O o o O

Diagonalmatrix med 7, 9, 13 og 0 i diagonalen:

Side 4/14

S O O O = O O O O o o o o

S = O O O O o o o O

— O O O O O o o o <o

13 x 13 Matrix

S O O = O O O o o o o o <o

S O = O O O O O o o o o o

Med denne kommando kan man ege sterrelsen til f.eks. 13 x 13:
interface(rtablesize=13) :

S = O O O O O O o o o o o

— O O O O O o o o o o o o
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13

S O O
(= - e =)

oS o O O

VY Nulmatrix

Kvadratisk matrix med lutter 0'er:
[0 0 0 0]

ZeroMatrix(4) =

0 00O
0 00O
0 00O

VY Udtrak af delmatrix

2

0 O 3
Udtrek af rekke 1 til 2, sgjle 2 til 3:
-1 1

N[1.2,2.31=|

Y Sammensatning af matrix ud fra delmatricer

12 3
M:[456
-1 1
N=|2 4 -1
0 0 3
(1 2 3
4 5 6
(MNy=| 1 —1 1
2 4 -1
0 0 3
' 12 3
(M, (7819)) =[ 4 5 6
7 8 9

1 231 -1 1
4 56 2 4 -1
78 9 0 0 3

(M, (7]8]9))IN)

Y Transponeret matrix

1 23
4 56
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1 4
MT=125
3 6
 Bemeerk, at "opleftning" i %7 minder utrolig meget om "oploeftning' i 7, som anvendes i matematik.

VY Invers matrix

1 —1 1
N=|2 4 -1
0

3
201 1

3 6 6
P R
3 6 6

1

00?

| NB: Undlad at anvende MatrixInverse, da den ogsa giver et svar, nar matricen ikke er kvadratisk!

¥ Egenvardier

1 -1 1
N=|2 4 -1
0 0 3

Eigenvalues(N, output = list) = 2,3, 3]
Rzekkefolgen af de egenvaerdierne varierer, nir man kerer filen!

Egenverdierne 1 listen kan sorteres, sa de stér i stigende rekkefolge.

NB: Det giver kun mening, nir alle egenvaerdier er reelle, da der ikke findes nogen ordningsrelation
indenfor C !!

sort(%) = [2,3,3]

Samlet praktisk udtryk, hvis man skal programmere noget:
sort( Eigenvalues(N, output = list), (x,y) — evalf (x) < evalf(y)) =[2,3,3]
NB: evalf er nadvendigt, hvis tallene ikke kun er naturlige tal, altsa hvis der optrader negative tal eller redder!

V¥ Stort eksempel

[ 611 196 —192 407 —8 —52 —49 29
196 899 113 —192 —71 —43 —8 —44

—192 113 899 196 61 49 8 52
407 —192 196 611 8 44 59 —23
-8 =71 6l 8 411  —599 208 208
—52  —43 49 44  —599 411 208 208
—49 -8 8 59 208 208 99 —911

29 —44 52 —23 208 208 —911 99
EV := FEigenvalues(R, output = list) =

[O, 1020, 510 — 100/ 26,510 + 100/ 26, 10/ 10405, -10,/ 10405, 1000, 1000]
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Side 7/14 Steen Toft Jergensen

sort(EV) = [O, 1000, 1000, 1020, -10/ 10405, 10/ 10405 , 510 — 100/ 26 , 510 + 100 / 26 ]

Alm. sortering ser bort fra fortegnet!

Korrekt sortering:
sort( EV, (x,y) = evalf (x) < evalf (y)) =

[— 10/ 10405 ,0,510 — 100/ 26 , 1000, 1000, 510 + 100/ 26, 1020, 10/ 10405 ]

¥ Egenvektorer
1] 1
— -— —1
2 2
Eigenvectors(N, output = list) = | |3, 2, 0 I 1 , 12, 1, 1
0
1 0

NB: Svaret bestér af liste med diverse elementer.
Forste tal er egenverdien, andet tal er algebraiske multiplicitet af egenvardien, 3. del er egenvektorer for

egenvardien. Antal vektorer er geometrisk multiplicitet.

V¥ Tolkning
Eksempel pé output:
[ [ 1] 1
- 1 — -
2 2
1
2’7 9 9 37 9 0 9 1
0
1 0

rod = egenveerdi
= algebraisk multiplicitet

lilla = egenvektorer (og antal egenvektorer = geometrisk multiplicitet)

Tolkning af eksemplet:

Svaret er her en liste med 2 elementer. Hvert element er selv en liste! Osv.

Her er der altsa to egenverdier, nemlig 2 og 3.

De algebraiske multipliciteter er: am(2) =1 og am(3) =

De geometriske multipliciteter er: gm(2) =1 og gm(3) =2, nemlig antal basisvektorer for
egenvektorrummene.

1 1
Egenvektorrummene er: E2=span{ (-1,1,0)} og E3 =span{ (2, 0, lj, (— 5 1, Oj }

NB: Reekkefolgen af de egenvaerdierne varierer, nir man kerer kommandoen!

V¥ Sortering

Onsker man outputtet sorteret efter egenvaerdiernes storrelse .

NB: Det giver kun mening, nir alle egenveerdier er reelle, da der ikke findes nogen ordningsrelation

indenfor C !!

TR EIE:
sort( %, (x,y)—evalf (x[1]) < evalf(y[1])) =2, 1, 1 , 13,2, 0 I |
0
1 0

Samlet praktisk udtryk, hvis man skal progranimere noget:



Regning med vektorer og matricer i Maple

—1

2, 1, 1

0

Q= DiagonalMatrix( [ 1,-2, \/?,‘49 5]) =

YV Stort eksempel

1

3,2,

2
0
1

sort( Eigenvectors(N, output = list),

(x[1]) < evalf (y[1])) =

Side 8/14
(x, y) —evalf
L
2
1
0

Eigenvectors(Q, output = list) =

S o o =

0

0

oS O O

5 \/?515

L1,

o o O S =

1
0
0
0
0

S O = O O

(x. ) —evalf (x[1])

—2,1,

< evalf (7]

J3,1,

Basis for egenrummet kan let beregnes som NullSpace(A4 — A-E):

Eigenvalues(N, output = list) = [2, 3, 3]

NullSpace(N — 3-IdentityMatrix(3))

0
0
—4, 1,41 0 [t[, 1,1,
1
0
s_o_rt( Ei genvécto;s(Q; output_= lis_t) ,_
0
0
—4,1,{1 0 |t |—2,1,
1
L L 0
¥V Egenrum
1 —1 1
N=|2 4 -1
0 0 3

| I Il
Dvs. basis for egenrummet £, er ( ER 0,1 ) og ( -

Egenrummet er sd £, =span{ (

2

1
—,0,1

v, = (1,0, 1) Ty, = (0,-1, 1) vy = (0,2,1) :

LI N
2 2
= 0’
1 0
1
—,1
25
1
-, 1,01
J (2]

Oj

Y Gram-Schmidt ortonormaliseringsmetode

Givet et st af vektorer, som skal ortonormaliseres:

S O = O O o ©o O = o

w O O O O

—_
|

5,1,

5’ ]"

- o o o O

- o o o O
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QO = Matrix(%) =

GramSchmidt( [vl, v, v3], normalized ) =

Indlegges i en ortogonal O-matrix:

Side 9/14
FaRlns
2
o || e
3
2\
- : 6
VI J& 3|
2 6 3
J6 /3
0 T3 3
JI J6 /3
2 6 3

| IsOrthogonal(Q) = true

¥ Et inhomogent ligningssystem

Givet et ligningssystem:

X —x;+x,=0
x1+x2+x3+x4=1

4x +4x,+4x,+3-x,=5

Koefficientmatrix:
1 0 -1 1 1 0 —1 1
A=|11 1 1 |=|11 1 1
4 4 4 3 4 4 4 3
Hojre side:
01
b:=(0,1,5) =11
5
Totalmatrix: _
1 0 -1 10
T:=={A4by=|11 1 11
4 4 4 35

Y Losning med Gauss-Jordan elimination
Kan leses et trin ad gangen med RowOperation.
Her udferes rekkeoperationerne i ét hug:

1 0 —1
ReducedRowEchelonForm(T) =| 0 1 2
00 O

Der er 3 initial-ettaller, og 1 fri parameter.

V¥ Anvendelse i linezre ligningssystemer

Velger x, =1 . Sa kan resten af variablene bestemmes:

wﬁ w\

EE
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x1=1 + t,x2=1 —2-t,x4=—1

Dvs. lgsningen er: (

X5 Xy X3, X )=(1, 1,0,-1) +¢(1,-2,1,0) ,hvort € R

374

Side 10/14

VY Losning med LinearSolve
Pas pa: enten A, b eller T som parametre i parantesen!

Steen Toft Jergensen

Men IKKE A (i det tilfzelde vil Maple opfatte 4 som en totalmatrix, dvs. sidste sejle i 4 opfattes som

hgjresiden).

LinearSolve(A4, b) =

LinearSolve(T)

Dvs. lgsningen er: (

i+ 1

-2t +1

-1
10,41

-2 10, + 1
10,
—1

4

XX %y %) = (1, 1,0,-1) +£:(1,-2,1,0) ,hvor 1 € B

¥ Et homogent ligningssystem

Givet et ligningssystem:

1

X —x3+x4=0

X, +x2+x3+x4=()
4x, +4x,+4x;+3x,=0

Koefficientmatrix:
1 0 -1

A= 1 1 1
4 4 4

Hojre side:

b= (0,0,0) =

Totalmatrix:

T:= (Alb) =

-

(S

o

0
1
4

Dvs. lgsningen er: (

10 —1
=11 1
4 4 4
110
1 10
4 30

x1=t,x2=—2~t,x4=0

Xps X5 X35 Xy

| S

ReducedRowEchelonForm(T) =

Der er 3 initial-ettaller, og 1 fri parameter.
Velger x, =7 . Sa kan resten af variablene bestemmes:

V' Losning med Gauss-Jordan elimination

-1 00
2 00
0 10

)=t-(1,—2, 1,0) ,hvort € R
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YV Losning med LinearSolve
Pas pa: enten A4, b eller 7 som parametre i parantesen!
Men IKKE A (i det tilfelde vil Maple opfatte 4 som en totalmatrix, dvs. sidste sajle i 4 opfattes som

hejresiden).
_t,
-2 _tl,
LinearSolve(A4, b) =
_t,
0
_12;
-2 12,
LinearSolve(T) =
_12;
0
Dvs. lgsningen er: (xl, Xy X35 x4) =t-(1,-2,1,0) ,hvort € K

YV Losning med nulrummet
Superhurtigt - men virker kun pé et homogent ligningssystem.

1
-2
NullSpace(A4) = |
0
Dvs. lgsningen er: (xl, Xy X35 x4) =t-(1,-2,1,0) ,hvort € K

¥ Ortogonalt komplement

Lad et underrum U i R* vare givet ved 2 ligninger:

xl—x3—|-x4=0

X, +x2+x3 +x4=0
Koefficientmatrix:
10 -1 1 ]

A::

11 1 1 11 1 1

10—11]

VY Bestemmes af U

Underrummet U bestemmes lettest ved:

][ 1]
-2 0
N := NullSpace(A) = L Pl oo
0 1
1
-2
u =N[1]= |
0
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v

V,

Yl

6)

u,

o
0
0
1

= N[2] =

Dvs. U=span{(-1,0,0,1), (1,-2,1,0)}

VY Bestemmelse af U +

Det ortogonale komplement U - bestemmes let ved at konstatere, at det er raekkerne fra A!
Dvs. U+ =span{(1,0,-1,1), (1,1,1,1)}

I 1

1
—1 1

1
= B[1.4,1.1]=

= B[1.4,2.2]=

= convert( vy Vector)

= convert( v,, Vector)

Y Tjekat U L U™

r 1T
—_— —_ —_— —_—

restart : with(LinearAlgebra) :
Givet en matrix:

Koefficientmatricen transponeres:

Side 12/14

Undersoger skalarproduktet af basisvektorerne:

with(VektorAnalyse4) = [div, grad, kryds, prik, rot, vop |
[prik(ul, vl),prik(ul, vz),prik(uz, vl),prik(uz, Vz) ] =10,0,0,0]

¥ Trappematrix og ovre trekantsmatrix
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(10 -1 1]
11 1 1
A=
02 0 1
4 4 4 4
Med ReducedRowEchelonForm kan man lave en trappeformet matrix med initial-ettaller:
- .
1 i
00 1
1
010 —
ReducedRowEchelonForm(A4) = 2
1
l R
00 7
000 O
Med GaussianElimination kan man lave en evre trekantsmatrix:
(10 —1 1]
01 2 0
GaussianElimination (4) =
0 0 —4 1
00 0 O

I visse komplicerede tilfzelde mé man ngjes med en ovre trekantsmatrix frem for en trappeformet.
De er fordi Maple ikke tjekker om der divideres med 0, nar Maple laver rekkeoperationerne i det tilfzlde, hvor
der indgar variable/parametre!

Revideret eksempel fra et 3-ugers projekt:

0 1 0 1
a 0 a 0
M:=1 5 . 2 2 . 2
a’-sinh(b) a-cosh(b) -a°-sin(b) -a’-cos(b)
a3~cosh(b) a3-sinh(b) —a3-sin(b) a sin(b)
(1.0 0 0|
01 00
ReducedRowEchelonForm(M) =
0010
0 0 01
Det viser jo, at rangen af matricen M er 4.
Tjek:
Rank(M) =4
GaussianElimination (M) =
a,0,a,0],
0,1,0,1 l,

0,0, -a* (sin(b) + sinh(b)), -a* (cos(b) + cosh(b)) |,

0,0,0, -

a (cos(b)2 — sin(b) cos(b) — cosh(b) cos(b) — cosh(b) sin(b) — 2) H
I sin(b) + sinh())

Men der er faktisk 3 diagonal-elementer, som kan g& hen og blive 0!

Sa rangen kan 1 hvert fald 1 flere tilfeelde vaere 3, hvis parametrene a og b har de rette vaerdier.
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For at undersgge det nermere man tage parentesen, som stdr 1 teelleren af breken pa plads 4,4 1 matricen.
Og sa tegne en graf, hvor man sé ser 6 lgsninger mellem -10 og 10!

plot(sin(b) cos(b) + cosh(b) sin(b) — cos(b)2 + cosh(b) cos(b) + 2, b=-10..10,y=-10..10)

101

1

Det kan vere utrolig svert at finde disse losninger ved ligningslesning.
Hvis man vil beregne en tilnermet vardi mellem 1 og 4, som tydeligvis eksisterer 1 folge grafen,
sd kan man bruge fsoilve (den numeriske ligningsleser, hvor man kan angive et interval, hvor lesningen ligger.
NB: fsolve giver hgjest én losning!
| fsolve(sin(b) cos(b) + cosh(b) sin(b) — cos(b)2 + cosh(b) cos(b) +2=0,b=1.4) =2.464404117




