
3. 3. 

1. 1. 

(1.2)(1.2)

> > 

2. 2. 

> > 

> > 

(1.1)(1.1)

Bernouillis differentialligning
Bernouillis differentialligning lyder:

hvor 

Generel løsning i Maple

Generel løsningsmetode
Metode (3 trin):

Antag at  og .

NB:
Hvis  lyder differentialligningen: 
Hvis  lyder differentialligningen: 
I begge tilfælde er de tale om en lineær 1. ordens differentialligning.
Løsningemetoden kendes så fra den alm. undervisning.

Indfør en ny variabel: 
Bestem løsningen  til lineære 1. ordens differentialligning: 

Oprindelige variabel: 



> > 

(2.3)(2.3)

3. 3. 

> > 

> > 

(3.1)(3.1)

(3.3)(3.3)

> > 

> > 

(2.1)(2.1)

(3.2)(3.2)

> > 

> > 

(2.2)(2.2)

> > 

> > 

Implementering af metoden i Maple:

Eksempel fra Wikipedia
http://en.wikipedia.org/wiki/Bernoulli_differential_equation#Example

Antag at _C1 er 1:

Løsningen er ikke defineret i - , så definitionsmængden er enten  eller 

NB: Definitionsmængden er det største sammenhængende interval.



> > 

3. 3. 

NB: Maple forbinder umiddelbart 2 grene, som ikke skal forbindes.
Funktionen er ikke kontinueret i .
At funktionen diskontinuert, fortæller man Maple med option"discont":



> > 

> > 

3. 3. 

(3.4)(3.4)

Skal vi kun bruge den højredel, så kan man definere funktionen således.
NB: Funktionen er 0 i øvrige område.



> > 

3. 3. 

Og man kan nøjes med at tegne den del:



(4.2)(4.2)

(4.1)(4.1)

3. 3. 

> > 

(4.3)(4.3)

> > 

(4.5)(4.5)

> > 

> > 

(4.4)(4.4)

> > 

> > 

Eksempel fra n212 side 3 eksempel 1 og øvelse 3

Vælg den positive løsning:

Lad _C1 være 2:

1



(4.7)(4.7)

3. 3. 

(4.8)(4.8)

(4.6)(4.6)

> > 

(4.5)(4.5)

> > 

> > 

> > 

0.3465735903

Grænseværdien i  :

0

Grænseværdien fra venstre i  :

Konklusion:
Løsningen til differentialligningen  (hvor konstanten er sat til 2) er givet ved:



> > 

(5.6)(5.6)

> > 

(5.3)(5.3)

> > 

(5.7)(5.7)

(5.5)(5.5)

3. 3. 

(5.2)(5.2)

> > 

(4.5)(4.5)

> > 

> > 

(5.1)(5.1)

(5.4)(5.4)

> > 

> > 

Definitionsmængden er  

Værdimængden er 

Eksempel fra n212 side 4 eksempel 2 og øvelse 4

eller:

36

> > > 



(5.9)(5.9)

3. 3. 

> > 

> > 

(4.5)(4.5)

(5.8)(5.8)

> > 

De 2 sider af differentialligningen stemmer kun overens for 

Grænseværdien fra højre i dette punkt:

0
Konklusion:
Løsningen til differentialligningen   under betingelsen  er givet ved:

Definitionsmængden er 

Værdimængden er 



3. 3. 

> > 

(4.5)(4.5)

> > 

(6.1.1)(6.1.1)

> > 

Eksempel fra n212 side 5 øvelse 5

Stamfunktion 1

Test:

OK

NB: Maple giver , som ikke er defineret for  !



3. 3. 

(6.2.2)(6.2.2)

> > 

(4.5)(4.5)

> > 

> > 

> > 

(6.1.2)(6.1.2)

(6.2.1)(6.2.1)

Stamfunktion2

Forskrift

 5

 
eller

dvs.

 dvs. løsningen er:



> > 

3. 3. 

> > 

> > 

(4.5)(4.5)

> > 

(6.3.1)(6.3.1)

(7.1.1)(7.1.1)

> > 

> > 

(6.3.2)(6.3.2)

(6.1.2)(6.1.2)

(7.1.2)(7.1.2)

(7.1.3)(7.1.3)

> > 

> > 

Test:

Det stemmer!

Definitionsmængden?

Begrænset indenfor , men nævneren må ikke blive 0!
Så det afhænger af , hvad definitionsmængden faktisk bliver.
Husk at definitionsmængden skal være det STØRSTE SAMMENHÆNGENDE interval.

Eksempel fra n212 side 6 øvelse 7

Gennem (0,2)

Gennem 

Dvs. løsningen er 

Definitionsmængden?



> > 

3. 3. 

> > 

> > 

> > 

(7.1.4)(7.1.4)
> > 

(7.2.1)(7.2.1)

> > 

(4.5)(4.5)

> > 

(6.1.2)(6.1.2)

(7.1.5)(7.1.5)

Husk at grafen går gennem (0,2).

Dvs. definitionsmængden bliver  eller ca. 

Gennem (-0.5,5)
Gennem 



3. 3. 

> > 

(7.2.3)(7.2.3)

(7.1.4)(7.1.4)

(7.2.1)(7.2.1)

> > 

(4.5)(4.5)

> > 

> > 

(6.1.2)(6.1.2)

> > 

(7.2.2)(7.2.2)

> > 

1.385640646

Dvs. løsningen er 

Definitionsmængden?

Husk at grafen går gennem (-0.5,5).



(8.1)(8.1)

3. 3. 

> > 

(7.1.4)(7.1.4)

(8.3)(8.3)

(7.2.1)(7.2.1)

> > 

(4.5)(4.5)

> > 

> > 

> > 

(8.2)(8.2)

> > 

> > 

> > 

(6.1.2)(6.1.2)

Dvs. definitionsmængden bliver  eller ca. 

Eksempel fra n212 eksempel 3 og øvelse 5 og 6

UPS! løsningen er ikke defineret i intervallet -1 < x < 1

For at få det, skal _C1 være et komplekst tal!

Vi må lave omskrivning i hånden!

Lad 

Nævneren = 

Løsningen er altså: 

Løsningen er defineret i en del af intervallet -1<x<1.
Antag, at , så man kan tegne løsningen:



(8.5)(8.5)

3. 3. 

> > 

(7.1.4)(7.1.4)

(8.4)(8.4)

(7.2.1)(7.2.1)

> > 

(4.5)(4.5)

> > 

(8.7)(8.7)

> > 

> > 

> > 

> > 

(6.1.2)(6.1.2)

(8.6)(8.6)

Bemærk, at definitionsmængden ENTEN er  eller  i dette eksempel.

Hvis  antager en anden værdi, så vil opdelingenspunktet for definitionsmængden være et andet:

Prøve for at se, om det faktisk ER en løsning:

1

Venstre side:



> > 

> > 

3. 3. 

> > 

(7.1.4)(7.1.4)

> > 

(9.2.2)(9.2.2)

(7.2.1)(7.2.1)

> > 

(4.5)(4.5)

(8.9)(8.9)

(9.1.1)(9.1.1)

(8.8)(8.8)

> > 

(8.7)(8.7)

(9.2.1)(9.2.1)

> > 

> > 

> > 

(9.3.1)(9.3.1)

> > 

(9.2.3)(9.2.3)

(6.1.2)(6.1.2)

> > 

Højre side:

true
Det stemmer!

Eksempel fra n212 side 6 øvelse 8

1) 

2) 

Løsning: 

3) 

4) 



(9.6.3)(9.6.3)

> > 

(9.6.2)(9.6.2)

> > 

3. 3. 

> > 

(7.1.4)(7.1.4)

(9.6.4)(9.6.4)

(7.2.1)(7.2.1)

> > 

(4.5)(4.5)

> > 

(9.6.5)(9.6.5)

> > 

> > 

> > 

> > 

(8.7)(8.7)

(9.4.1)(9.4.1)

(9.5.1)(9.5.1)

> > 

(6.1.2)(6.1.2)

(9.6.1)(9.6.1)

5) 

6)

Løsning: 

Ønskes løsning gennem (1,2) får man:

n212 side 7, øvelse 9: Bertalanffys ligning (fiskerimodel)

NB: Bemærk fejlen i noten. Der står , det skal være 



(10.2.1)(10.2.1)

> > 

3. 3. 

> > 

(7.1.4)(7.1.4)

(7.2.1)(7.2.1)

> > 

(10.2.2)(10.2.2)

(4.5)(4.5)

> > 

> > 

(8.7)(8.7)

> > 

(6.1.2)(6.1.2)

> > 

Bevis med håndkraft

Bertalanffys ligning er af typen Bernouilli-ligning: , hvor 

I beviset øverst side 3 omformes differentialligningen til:

hvor  er en ny variabel: 

Her får man: 

Denne differentialligning er lineær af typen  , som har løsningen 

Dvs.  og 

 har så løsningen 

Da  får man løsningen: 

Bevis med Maple

Antag  og 

Med betingelse  fås:



> > 

> > 

> > 

> > 

3. 3. 

(10.2.3)(10.2.3)

> > 

(7.1.4)(7.1.4)

(10.2.7)(10.2.7)

(7.2.1)(7.2.1)

> > 

(4.5)(4.5)

(10.2.6)(10.2.6)

(10.2.5)(10.2.5)

(8.7)(8.7)

(10.2.4)(10.2.4)

> > 

(10.2.8)(10.2.8)

> > 

> > 

> > 

> > 

> > 

(6.1.2)(6.1.2)

(10.3.1)(10.3.1)

UPS! Nulløsningen er ikke brugbar i praksis! Så den kan Maple ikke løse.

Så vi regner videre med resultatet fra tidligere:

Grænseværdien for  er 

n212, side 7, øvelse 10 (grafer)

Antag: 

Tegn grafen for  for  ,  og 



3. 3. 

> > 

> > 

(10.5.1)(10.5.1)

(7.1.4)(7.1.4)

(7.2.1)(7.2.1)

> > 

(4.5)(4.5)

(10.4.1)(10.4.1)

> > 

> > 

(8.7)(8.7)

> > 

> > 

(6.1.2)(6.1.2)

> > 

n212, side 7, øvelse 11

n212, side 7, øvelse 12+13+14+15

Fra øvelse 9 har vi:

Før fiskeriet starter har vi:

Efter firskeriet er startet har vi:



3. 3. 

> > 

> > 

(7.1.4)(7.1.4)

(7.2.1)(7.2.1)

> > 

(4.5)(4.5)

(10.5.2)(10.5.2)

(10.5.5)(10.5.5)

> > 

(8.7)(8.7)

> > 

(10.5.4)(10.5.4)

> > 

> > 

> > 

(6.1.2)(6.1.2)

(10.5.3)(10.5.3)

Begge udtryk skal give det samme, når fiskeriet starter ved tiden :



3. 3. 

> > 

> > 

(7.1.4)(7.1.4)

(10.5.6)(10.5.6)

(7.2.1)(7.2.1)

> > 

> > 

(4.5)(4.5)

(10.5.5)(10.5.5)

> > 

(8.7)(8.7)

> > 

> > 

> > 

(6.1.2)(6.1.2)



3. 3. 

> > 

> > 

(7.1.4)(7.1.4)

(7.2.1)(7.2.1)

> > 

(4.5)(4.5)

(10.5.5)(10.5.5)

(8.7)(8.7)

> > 

> > 

(6.1.2)(6.1.2)

Altså størst fangst, når 



3. 3. 

> > 

(7.1.4)(7.1.4)

> > 

(7.2.1)(7.2.1)

> > 

(4.5)(4.5)

(10.5.5)(10.5.5)

(8.7)(8.7)

> > 

> > 

(6.1.2)(6.1.2)



3. 3. 

> > 

(7.1.4)(7.1.4)

(7.2.1)(7.2.1)

> > 

(4.5)(4.5)

> > 

(10.5.5)(10.5.5)

(8.7)(8.7)

> > 

> > 

(6.1.2)(6.1.2)



3. 3. 

> > 

(7.1.4)(7.1.4)

(7.2.1)(7.2.1)

> > 

(4.5)(4.5)

> > 

> > 

(10.5.5)(10.5.5)

(8.7)(8.7)

(10.5.8)(10.5.8)

(10.5.9)(10.5.9)

> > 

(10.5.7)(10.5.7)

> > 

> > 

(6.1.2)(6.1.2)

Fangsten er så: 


