Inertimoment Steen Toft Jargensen Side 1/2

Bevis af formlen for inertimoment for en cirkelskive,
som roterer omkring en akse gennem centrum,

 hvor aksen ligger i cirkelskivens plan.

Beviset udnytter substitutions metoden.

Formlen findes i projekt-filen inerti.pdf side 8/13, og i Steens fysikrapport om fysisk pendul side
4.
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Inertimomentet er: n; J v r2 —x2 'x2 dx
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n; . [ V #—x o’ dx , idet de 2 halvdele af cirkelskiven giver
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Integralet kan omskrives til: 2-
T ¥

samme bidrag.

Vi regner forst pa det ubestemte integral: J\/ P —x* ot dx
Substitution:

x=r-cos(u) < cos(u) = %
ax =-r-sin(u) < dx=-r-sin(u) -du

du

Udtrykkene for x og dx indsattes 1 det ubestemte integral:

UbestemtlntegraIZJ\/ P — -xzdeJ\/ ?— (r-cos(u) )2 (r-cos(u) )2' (-r-sin(u)-du) =

J\/ P — 1 cost(u) -7-cost(u) - (-r-sin(u)) du=

JJ #-(1- cost(u)) -#*-cos(u)-(-rsin(u)) du=
Jr-\/ 1 - cosz(u) -rz-cosz(u)-(—r-sin(u)) du=J(—r4-\/ 1 —cosz(u) -cosz(u)-sin(u) du =
—r4-J\/ sinz(u) -cosz(u) -sin(u) du = —r4-Jsin(u)-cosz(u)-sin(u) du =—r4-Jc0s2(u) -sinz(u)du

Hvor idiotformlen cosz( u) + sinz(u) =1 < er benyttet pa de rede udtryk.

Trigonometriske formler for dobbelte vinkler benyttes nu:
http://en.wikipedia.org/wiki/Double-angle formula#Double-.2C triple-.2C_and_half-

angle formulae

sin(2 -u) =2-sin(u) -cos(u) < %-sin(2-u) =sin(u)-cos(u) = ‘lt-sinz(Z-u) =sin2(u)-c0s2(u)
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I integralet kan det rede udtryk séledes erstattes, sa vi ender med dette integral:

—r4-J‘1‘-sin2(2-u) du

Endnu en af de trigonometriske formler for dobbelt vinkel anvendes.

cos(2-v) =1 —2-sin’(v) < 2-sin’(v) =1 —cos(2-v) < sin’(v) =%-(1 — cos(2-v))
Indsattes v=2-u 1 denne formel far vi:
sinz(Z-u) Z%-(l —cos(2:(2-u))) < sinZ(Z-u) = % -(1 —cos(4-u))

Dette udtryk anvendes i integralet ovenfor:

4
4L Gn2oa __A L i __ = :
r J4 sin”(2-u) du=-r J4 5 (1 —cos(4-u)) du g J(l cos(4-u)) du
Endelig kan vi finde en stamfunktion!
4 4
r (=L .
2 J(l cos(4-u)) du= g (u 1 sm(4u))
Nye graenser i det bestemte integral beregnes:
Néru=0=x=r 0gnéru=§ = x=0
r
_— _2-mJﬁz_2-mr“ 1
Dvs. inertimomentet =2 - 5 ¥—x X dx—2-—2- -—|lu——"-sin(4-u)
n-’/’ n-r 8 4
0
SR IS N0 U IR ISP L | L( 0— L gina-0) _(E_L
2 " YTy Y E- ( 4 ) 2 4
2

N

m-rv -

sl

o2 o[ _LgllooLt., 2L (@) _1
) ((0 O)(2 40)) 2mrn(2) 4mr

NB: Dette resultat kunne opnas let ved et snedigt argument:
Inertimomentet om 2 akser vinkelret pa hinanden giver naturligvis det samme resultat.
Er de 2 akser x-aksen og y-aksen, kan vi konkludere, at [ = 1.

Men I + Iy = I, hvor z-aksen stér vinkelret pd cirkelskiven.
— 2 5 _ 2 _ 2
Det skyldes at =X m-x", Iy—E my ogl=Xmz

Pythagoras' s@tning giver, at “+ y2 = ZZ, derfor geelder: [, + Iy =L

Inertimomentet . = % m-r (kendt fra tidligere).
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