Linezr regression (beviser) Side 1/8 Steen Toft Jorgensen
Linear regression (4 givne
punkter)

[ Givet 4 punkter:
X Y
1.26 1.4
558 282
8.94 352
10.3 432

7 I: Beregning (generelt tilfzelde, dog kun 4 punkter)

Fejlen er defineret som summen af kvadraterne pa de lodrette afstande mellem regressionslinjen
(y=a-x + b) og punkterne (xl,yl) (x4, y4).

| Y, — ( ax;+b )| udtrykker afstanden mellem punktet (xl. , yl.) og regressionslinjen.
4

Denne afstand kvadreres til ( Y= (a x; + b) )2, og summeres over alle 4 punkter med z
i=1

Dataene forventes indtastet i 2 lister kaldetx og y.

:> restart
4
> fejl = le[i]— (ax[i] +b))?
fejl := (—ax1 —b +y1)2—|— (—axz—b +y2)2+ (—ax3 —b +y3)2—|— (—ax4—b +y4)2 (1.1)

Hvordan mon dets er ud, hvis udtrykkene ganges ud?

> expand(%)
azx%+a2x§+a2x§+a2xi+2abxl +2abx,+2abx;+2abx,—2ax,y, (1.2)

—2ax2y2—2ax3y3—2ax4y4+4b2—2by1—2by2—2by3—2by4—|—y%—|—y§
2 2
+y3+y4

_Fejlen er en funktion af 2 variable: a og b.

Man ensker at finde minimum af fejlen.

I 2g har vi leert, at man sd skal have vandret tangent i punktet. Dvs. differentialkvotienten skal
vere 0.

Naér der er tale om 2 variable, sd skal man fortelle Maple, hvilken variabel der skal differentieres
efter.

0
Det gores med skabelonen o /', som man finder under paletten "Expression".
X

| Nar man differentierer efter a, s er alle x'ere, y'ere samt b at betragte som konstanter.
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\ 4

> 0 ]
P
-2 (—ax1 —b—i—yl) x;—2 (—axz—b-i-yz) X, —2 (—ax3—b+y3)x3—2 (—ax4
—b+ y4) X,
;Nér man differentierer efter b, s er alle x'ere, y'ere samt a at betragte som konstanter.
0
> — fejl
ap 19

2ax;+2ax,+2ax;+2ax,+8b—=2y, =2y, =2y, =2y,

I miningumspunktet sk%l der vaere vandret tangent i bade a-retningen og b-retningen.
Dvs. — fejl=0 og — fejl=0.

vs. o fejl=00g - fej

Disse 2 ligninger skal lgses efter de 2 ubekendte, nemlig a og b :

o . o
> ¢c= Solve({%fejl—o, b fe]Z—O}, {a,b})

¢c=14= (3x1y1 X Ty X Yy TN 300, Ty T XY, T Xy T X)),

2
+3x3y3—x3y4—x4y1—x4y2—x4y3+3x4y4)/(3x1—2x1x2—2x1x3—2x1x4

+3x§—2x2x3 —2x2x4+3x§—2x3x4+3xi),b= (x%yz%-x%y?’ +x?y4
TNV T X RV T XY T X XYy T X Y V) T X Xy +x§y1 +x§y3 +x§y4

T X X3y T X X33 T X X Yy T Xy Xy Yy +x§y1 +x§y2 +x§y4 TX3 Xy Y3 T X3 Xyt
xﬁy1 +xiy2+x‘21y3)/(3x%—2x1x2—2x1x3 —2x1)c4-|—3x§—2x2x3 —2x,x
+3x§—2x3x4+3xi)}

4 og b er sa givet ved disse 2 imponerende udtryk, hvor alle x'erne og y'erne indgér:
(> aLOS = rhs(c[1])
alds := (3 XV =Xy X Y3 T X Yy Ny 300, TN X0, T X0 T X0,
2
+3x3y3—x3y4—x4y1 —x4y2—x4y3-|-3x4y4)/(3x1 —2x1x2—2x1x3—2x1x4
+3x§—2x2x3—2x2x4+3x§—2x3x4+3x‘21)
(> bLOS = rhs(c[2])
2 2 2
bLOS = (Xl Yy TX[Y3 FX YV TX XY T X XYy TX X3V T X X3 V3 T X X Y X Xy Yy
2 2 2 2 2 2
TV TRV T XY, T X X3y TX X3 Yy T X Xy Yy T X X Y, T XY T30, T3y,

2 2 2 2
—X3 Xy V3 T X3 X, V4 XY +x4y2+x4y3)/(3x1 —2x, % —2x;x3=2x,x,+3

x§—2x2x3—2x2x4+3x§—2x3x4+3xi)

II: Test med de 4 givne punkter

(1.3)

14)

(1.5)

(1.6)

(1.7)
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X Y

126 14

558 282

5.94 352

103 482
(> x = [1.26,5.58,8.94, 10.3]
i x:=[126,5.58,8.94,10.3] @.1)
>y o= [1.4,2.82,3.52, 4.82]
i yi=[14,2.82,3.52,4.82] 2.2)
> a = aldS
| 4 = 0.3434204041 2.3)
> b= bLOS
i b = 0.9008989650 2.4)
> fejl

03537118979 @.5)

[ Konklusion: regressionslinjen har ligningeny = 0.3443-x + 0.901

Den mindste fejl er ca. 0.354

¥ III: Generelle matematiske formler (n punkter)

[ 1. Man definerer middelveerdierne (gennemsnit):

X:
n
n
Zyi
Y= i=1
n

2. Dernest beregnes a ved formlen:
n

z(xi‘X)'(yi_ Y)

i=1

3. Sa beregnes b med formlen:
b=Y—aX

4. Forklaringsgraden R2 som gerne skal vere tat pa 1, beregnes med formlen:

Z ax+b )2
i(y,—

i=1

R =
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T IV: Lad os afpreve formlerne pa de 4 givne punkter

> n:i=4
i n=4 @.1)
B n
D xli]
> X=
' n
i X = 6.520000000 4.2)
B n
Zy[i]
>y 71
n
i Y :=3.140000000 4.3)
B n
2. (x[i1-X) - (yLi1-Y)
> g = i=1
n
> (xli]-X)?
i=1
i a = 03434204041 (4.4)
>bhb=Y—aX
i b :=0.900898965 4.5)
> fejl
i 0.3537118979 4.6)
B n
> ((ax[i1+b) —1)?
> R2 = 71
n
> 0li-1)?
i=1
R2 :=0.9419840082 4.7

[ Ud over at sammenligne med beregningen ovenfor, kan man sammenligne med lgsningen fra
Graph-filen model2.grf :

4 punlct
& = & & &
f{x)=03434204%x+0 S0089897; R=0.042

Eller med LinReg fra Gym-pakken:

;> with(Gym) :
> X1 :=[1.26,5.58,8.94,10.3]

i X1:=11.26,5.58,8.94,10.3] 4.8)
> Y]:=[14,2.82,3.52,4.82]
YI1:=114,2.82,3.52,4.82] 4.9)

> LinReg(X1, Y1)
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Lineer regression
y =0.34342x + 0.90090.

Forklaringsgrad R* =0.941984008416473

4.5

1.51

\ 4

:Tallene passer perfekt!

V: Graf til illustration af mindste vaerdi af fej/ mht. a og b

| Glem lige vaerdierne af a og b, sd de igen er variable:
| > unassign('a'); unassign('b")

| Men husk vardierne af de konkrete punkter fra kapitel IV:

> fejl
(-126a—b+14)+ (-558a—b+2.82)"+ (-894a—b+3.52)"+(-103a  (5.1)
| —b+482)°
> expand( fejl)
218.7376 a* +52.16 a b — 197.2288 a + 4 b* —25.12 b + 45.5352 (5.2)

> f= unapply(%, [a, b]) :

fla,b)'=f(a,b)

i f(a, b) =218.7376 > +52.16ab — 1972288 a + 4 b> —25.12 b + 45.5352 (5.3)

> with(plots) :

graf = plot3d( f(a,b),a=0.1,b=0..2, axes = box, labels = [a, b,'fejl']) :

punkt := pointplot3d([aLdS, bLOS, subs({a=alLdS, b=>bLAS}, fejl) ], symbolsize =20,
color=red) :

display(graf, punkt)
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1 20—
1 00—

_Drej 3D-figuren rundt, og se, at det rede punkt (aL@S, bLOS) ger fejl mindst mulig!

¥ VI: Teste de udledte formler med de angivne formler

| Glem lige vaerdierne afx og y, sd de igen er variable:
| > unassign('x'); unassign('y')

| Formlerne fra kapitel I hentes:
> aldS
(BX\ 0 =X =X 3 =X 0 =00 T30, T3 T4y, Ty T X, T3 X303 (6.1)

2 2
= X3V, T X —x4y2—x4y3+3x4y4)/(3x1 —2x1x2—2x1x3—2x1x4+3x2

—2x2x3—2x2x4+3x§—2x3x4+3xi)

2 2 2 2
(xlyz TXT Y3 TX Yy T X XY TX XY, TX XY X XV X 0 X Gy, 5y (6.2)
2 2 2 2 2
TV TNV, T XXy T X X3V T Xy X Yy T Xy Xy Yyt X3y F 3y, T3,

2 2 2 2
=Xy X4 V3 T X3 X, Yy T XY +x4y2+x4y3)/(3x1 —2x X%, =2x;x3—2x,x,+3

x§—2x2x3—2x2x4+3x§—2x3x4+3xi)




Linezr regression (beviser)

Side 7/8 Steen Toft Jergensen

| Formlerne fra kapitel III hentes, og indskrives ved brug af listerne x og y :

>n=4
i ni=4 (6.3)
B n
2 (i)
> x:= =1
n
Xzixl+ix2+%x3+lx4 (6.4)
B n
Zy[i]
>Y:l—l
n
1 1
] Y.—Zy1+zy2+zy3+zy4 (6.5)
B n
D (x[i1-X) - (y[i1-Y)
> =2 - ; simplify( %)
D (x[i1-X)?
i=1
_ 3 1 1 1 3 1 1 1 3
S O 7 R 7 B B VI 6 BRI R & B + 4 2
1 1 1 3 1 1 1 3 1
R I bt (R e i R IabieS Bl ik i
1 1 3 1 1 1 3 1 1
_sz Zx4 Zy3—zy1—zy2—zy4 + Zx4—zx1 sz
1 3 1 1 1 3 1 1
TN T N Ty T s AT TN
2 2
1 3 1 1 1 3 1 1
—Zx4) +(Zx2—le—zx3—zx4) +(Zx3—le—zx2
1\ (3 1 1 1)
—Zx4 + Zx4—zx1—zx2—zx3
(BX\ V) =X =X 3 =X =% 1350, =X =50, — X5y T X5, 3 X, (6.6)

2 2
—x3y4—x4y1—x4y2—x4y3-|-3x4y4)/(3)61—2361362—2)61)63—2xlx4-|-3x2
—2x2x3—2x2x4+3x§—2x3x4+3xﬁ)

=> b =Y —a-X; simplify( %)

1 1 1 1 3 1 1 1 3
b:=—((2x1+2x2+1x3+2x4) ((le—zxz—zx3—zx4) (Zyl
1 1 1 3 1 1 1 3 1
R ) Bl Ot S Bt i) B R Rl
1 1 3 1 1 1 3 1 1
_4y3_4y4 + 4x3_4x1_4x2_4x4 4y3_4y1_4y2
1 3 1 1 1 3 1 1 1
_4)/4 + 4x4_4x1_4x2_4x3 4y4_4y1_4y2_4y3
3 1 1 1\, (3 1 1 2
le—zxz—zx3—zx4 + 4x2——x1—2x3——x4
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3 1 1 1 \2 /3 1 1 1\
+ Zx3—le—zx2—zx4 + Zx4—zx1—zx2—zx3

+%m+%h+%h+%n

(xfyz +x%y3 +x%y4 TRV T XXy TN XY T Yy T N XV T X X )y +x§y1 (6.7)
+é%+éh_%%h_%%%_%ﬁh_%hh+%ﬂ+%h+%h
—x3x4y3—x3x4y4+xiy1 +xiy2+xiy3)/(3x%—2x1x2—2x1x3—2x1x4+3
x§—2x2x3—2x2x4+3x§—2x3x4+3xi)

=> is(a=ald8s)
i true (6.8)

> is(b=bLOS)
true (6.9)

[ At formlerne er korrekte ses direkte 1(5.6) , som er identisk med (5.1), og formel (5.7) , som er
identisk med (5.2) .




