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Losning af differentialligningen:
"logistisk vakst med host"

N'(t)=cN(t)-(K—=N(t)) —H

Differentialligningen, som beskriver "logistisk vaekst med hest", er af typen
Riccati, her med konstante koefficienter.

Differentialligningen kan leses med handkraft ved at indfere en ny variabel, sa
konstanten H pa hejre side udgar.

Derved bliver differentialligningen af Bernoulli typen. Denne
differentialligning kan lgses ved at indfere en ny variabel.

Derved bliver differentialligningen af lineger type, som kan lgses ved
integration.

¥ Metode del 1 (omskrivning til Bernoulli type)

Indferer er ny variabel, s hejresiden bliver uden konstanten H.
Ny variabel: N(¢) =U(¢t) + L, hvor L er en konstant.

Hermed geelder, at N'(¢) = (U(t) +L)'=U"(1)

Hojreside=c-(N(t)-(K—N(t)) —H=
c(U(t) +L)-(K— (U(1r) +L)) — H—
cK-U(t) +cK-L—c(U(t)- U(t)

Ult
e U+ (e:K—cL—cL)-Ult

y-c-U(t)-L —c-L-U(t) —cL-L —H=
)
e Ut + (e-K—2-¢-L)-U(t) +

+(cKL—cL —H) =
(¢c-K-L —c-I*—H)

I konstantleddet (c-K L—cI*—H ) skal man velge L, s& konstantleddet er 0.
cKL—cI*—H=-cI*+c¢KL—H
Diskriminanten D=B* —4-4-C= (¢-K)* —4-(-¢)-(-H) =*-K* —4-c-H

Nulpunkt for L:
B+JD _ -(cK)+V K —4cH _ -cK /cz-K2—4-c-H _

- +
2-4 2-(-c) -2-c

K Ak 4cH K / (K )2 H
2 4. 4. > 2 2 c

Man vealger + foran kvadratroden, dvs. L =

N |
+
\
N |
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Dvs. den nye variabel er: N(¢) =U(t) + K + (E) —
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Hermed bliver hgjresiden af differentialligningen (se ovenfor):

HS=c-(N(t) (K=N(t)) —H=-c-Ut)*+ (¢:K =2 ¢-L)-U(t) + (¢-K-L —c-I* —H) =-¢
U+ (¢-K =2+ ¢-L)-U(1)

Konstantleddet er vaek.

Nu indsattes udtrykket for L:

2
HS=-c-U(t)* + (¢:K —2- ¢-L)-U(t) = -c-U(1)* + [c-K—z-c-(§ +/ (%) _ 4 j]
U(1)

K K\ H
Differentialligningen lyder nu: U'(¢) —c U+ |cK=2 ¢ 74—/ (7) - U(1)

Denne differentialligning i U(¢) er af typen Bernoulli, hvor eksponenten er 2. Kan derfor lases med
__metoden derfra!

¥ Metode del 2 (omskrivning til linezer type)

Metoden til at lose Bernoulli type differentialigning er:
https://steen-toft.dk/mat/fiskeri/maple/bernouli.pdf

1 -1

Man indferer en ny variabel: V' (¢) = U(¢) Cerv)=U e Ul) =V
De 2 variable U(¢) og V(t) er altsé reciprokke funktioner.

Differentialligningen i U(¢) omskrives:

2
U'(t) =—C'U(l‘)2+[C'K—2'C'(§ +/ (ﬁ) e ]]'U(t) =

o | K KV _H || pin o
—l-V(t)—c—I—[cK 20[24—/(2) . j] V(t)

o K KN\ _H |
V(t)—c—[c-K—Z-c-(2 -l-/(z) . )J V(t)

__ Differentialligningen i V'(¢) er en linezer type, endda med konstante koefficienter!

Y Metode del 3 (lesning af linezer type)

2
V'(t)=c—[c-K—2-c-[§ +/ (%) —g ])-V(t)

Metoden til at lose den linezere type differentialigning er:
https://steen-toft.dk/mat/20172018/3g2/difflign/lineaer2.pdf
NB: notationen fra linket folges her.

Losning kan findes ved integration.
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oo-er-se{§ /(5]

0g

b(t)=c

Stamfunktionen findes:

-|cK-2- ¢
e A0 =g
K K\ H
eA(t)ze'[C'K'z'c' T H/2) % ]}’
P (Ejz_ﬁj]t
b(t) - di=|c-e 2 2 ¢ ) dt=
K\ H
C [wsfs o ST
2
K K H
cK2c[2+/(2) c]
Dvs
e A0 b1y dr=
K\ H
fownel ) C
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¥ Metode del 4 (tilbage til U(?))

Fra del 2 vides, at: U (1) =V(z) "
Derfor bliver udtrykket for U(¢):

Steen Toft Jergensen

hvor C,, € R er en vilkérlig konstant.

Hermed er differentialligningen lost:

V¥ Test af loesning

-1
ko] 24 52_5]].
Ult) = 1 > +C0'e[ G- o
K K H
x| £ [(£)-2)
U(t) = I -
K H
i ‘c e'[C“""(—* (£7-2 1)
K KY H
& f(E)-E]
VY Metode del 5 (tilbage til N(7))
2
Fradellvides,at:N(t)=U(t)+£+/(E) _a
2 2 c
Derfor bliver udtrykket for N (¢):
N(t) = ! . +§
K H
1 o e 52
K K\ H
k| Ke [(K)-2 )
K\> H
(5 -2
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¥ Handregnede losning

restart

— 2 K. 400:H =50
€= Togo (K =400 H =50

N(¢) = +200+50/6
Iz
—£+C e’
600 0
NO) = —— L 1200+50V6
V6
600 0
C, = solve(N (0) =100) = - 346
300 /5 42
Dyvs. lesningen er:
1
N(t) = +200 +506
() = J6

Vo, (3+V8)e ’

600 300 (V6 +2)
plot(N (t),t=0..20, y=0..400, gridlines, color = green)
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Maple losning direkte
restart

— 2 k400 H = 50 -
€= oo K =400 H =50

dsolve({N'(t) =c-N(t)-(K—N(t)) —H,N(0) =100}, N(1)) :
N = unapply(rhs(%), t) :

3

S0 {‘2\/?+3tanh[ (Sﬁamanh(ﬁ) _3’J Je6

30

N(t) = - 5
plot(N (1), t=0..20,y=0..400, gridlines, color = red)
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Sammenligning af de 2 lesninger

Fra den _- har man dette udtryk for N (7):

N, (1) = = +200 450 6 :

Ve (3+V6)e ”

600 300 (V6 +2)

ra— har man dette udtryk for N (1) :
(5 \/Farctanh(ﬁ) -3 t) \/F

3

50 | -26 +3tanh

30

20

3

Ny(1) =~ 5

Er de identiske?

solve(Nl(t) =N, (1), t) =t
Ja, de 2 funktionsudtryk er identisk for alle r € R!

Graferne ovenfor ser ogsa helt ens ud!



