Losning af logistisk vaekst med hest Side 1/7 Steen Toft Jergensen

Losning af differentialligningen:
"logistisk vakst med host"

N'(t)=cN(t)-(K—=N(t)) —H

Differentialligningen, som beskriver "logistisk vakst med heast", er af typen
separabel,

idet hegjre siden er et 2. grads polynomium 1 N(¢) med konstante koefficienter.
Differentialligningen kan lgses ved faktorisering af 2. grads polynomiet.
Breoken med 2. grads polynomiet i n&evneren opdeles derefter 1 partialbroker.
Hermed kan stamfunktionerne beregnes.

Ved isolering af N(¢) i udtrykket, fremkommer lgsningen til
differentialligningen.

Y Metode del 1 (separation af variable)

Differentialligningen er en separabel type.
Omskrives, sa variable N og ¢ separeres:

N'(t)=c'N(t)- (K—N(t)) —H< N'(1) =—c-(N(t))2+c-K-N(t) —H<

AN (N ()P KN () —H e S AN =1-dt &
dt ~c-(N())*+cK-N(t) —H
J S szJldtc» — dN=1+C,
~¢-(N(t))* 4+ c¢-K-N(t) —H ~¢-(N(t))*+c-K-N(t) —H
| hvor C,, er en integrationskonstant.
¥ Metode del 2 (faktorisering af naevner)
Navneren -c¢: (N (?) )2 + c¢-K-N(t) — H skal faktoriseres:
~c-(N(t))* +c-K-N(t) —H=0
Diskriminant:
D=B"—4-4-C=(c:K)*—4-(-¢)-(-H) ="K —4-c-H
Radder:
“B+JD _ -cK+J K —4cH _ -cK N JAK —4-cH _K
2-4 2-(-¢) 2-(-¢) 2-(-c) 2




Losning af logistisk vaekst med hest Side 2/7 Steen Toft Jergensen

Dvs. nevneren kan faktoriseres som:

2 . |k K\ _H || |k
-¢c-(N(t))"+c-K-N(t) —H=-c¢ [N(t) [2 -l—/ ( 5 ) j] [N(t) [2

For nemheds skyld definerer man de 2 radder:

2 2
_K K\ _H _K K\ _H
a_2+/(2) . ogb 2/(2) c

Hermed far man:
| —c-(N(t))2 +c¢K-N(t) —H=-c(x—a) (x—>)

¥ Metode del 3 (opdeling i partialbreker)

Breken 1 integralet er nu omskrevet til:

1

o[£+ JETE) ) o (5[ (FT )

1

-c(x—a) (x—>b)

Navneren er et 2. grads polynomium i N ().

1
(x—a) (x—0>)

Gemmer lige faktoren -c fra n@vneren, dvs. ser kun pa

Denne brek opdeles nu i 2 sakaldte partialbreker:
https://en.wikipedia.org/wiki/Partial fraction decomposition#Example 1

Breoken egnskes skrevet som sum af 2 breker, hvos konstanterne 4 og B skal bestemmes:
1 A B
(x—a) (x—0>b)  x—ua x—>b
1=(x—a)~(x—b)-L +(x—a) (x—>b)- B
X—a x—b
l=(x—b) A+ (x—a) B e
l=4-x—A-b+Bx—B-a<
1=(A+B)x+ (-A-b —B-a)

-~

A

Udtrykket skal gelde for alle veerdier af x. Derfor skal disse 2 ligninger vaere opfyldt:
A+B=0 A-4b—B-a=1 <

B=-AN-4-b—(-A)-a=1 <

B=-ANA(-b+a)=1<

B=-ANA=

=
a—
1 1
A= B=
a—>b A b—a

Hermed er de 2 tallere fundet, dvs:
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1 A B a—>b b—a
(x—a) (x—>b)  x—a +x—b xX—a + x—b

Sa skal -c¢ fra nevneren lige huskes!

1 1
1 _ 1 | _a=b  b=a _ .1 1

xX—a x—b

¥ Metode del 4 (stamfunktioner)

Nu kan stamfunktionen beregnes.

2 2
_K Ky _H _K_ (KN _H
Husk,ata—z—l—/(z) cogb ) /(2) B

Begge radder er postive, oga > b.
Vi regner kun i x-omridet mellem de 2 rodder, dvs. b <x < a.
Omskriver, sd naevneren i de 2 integraler begge er positive i dette interval:

1 B 1 1 1 1 _
J—c'(x—a)-(x—b) dx—J( -c-(a—b) x—a + -c(b—a) x—b)dx
1 J 1 dr + 1 J 1 _

c-(a—0>b) a—x -c:(b—a) | x—5b
1 1 - _r
_m-ln(a—x)—i-m-ln(x—b)— ca—0) In(a —x) + pp— In(x
—b) =
1 _ 1 ) x—b
c(a—b) “(In(x—5) —In(a —x)) = c(a—b) ln(a—x)

Differentialligningen fra del 1 har nu felgende udseende:
L n(£=2 )14,

c-(a—0>) a—x
|_hvorx er N(¢) og a og b er de 2 radder.

Y Metode del 5 (isolering af variabel)

x skal nu isoleres i ligningen:

1 x—>b
ul =

c-(a—0>) n(a—x) i+ Gy =

x—>b
1 =g —b)-
n(a—x) c-(a—0>b) (t-I—CO)@
x=b _ STO(TG)
a—x

c-(a—b)'(t-}-C)

Setter E=¢ for at simplificere videre losning.

x—b
a—x

x+Ex=aFE+be (E+1)x=a-E+bex=

=Ffeox—>b=E-(a—x) ©ox—b=aE—Ex<

a-E+b
E+1
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Y Metode del 6 (indsztning af de rigtige variable)

Nu indsaettes de rigtige symboler. Forst £, derefter a og b :

Steen Toft Jergensen

Hermed er differentialligningen lost:

V¥ Test af lesning

¥ Handregnede losning

_aE+Db .. .
=T E+1 bliver til
c(a—b)y-(t+C
N(t) = a-e ( 0)+b -
ec-(a—b)'(t—l-Co) i
K K\2 H K K\2 H
|k K \? H (7* (3)—?]—[7' (7)—? ]'(”%) K
N<”‘[[7+/(7) B i
K K K K H
E / ﬁ T [T ey
2 c
(K / 2 H % z+c / K\ o
_+ [— p— —_——
sy 5[5
K2
e ﬂ—w“om

restart
— 2 _ —50-
¢ = Joos 1K =400 H =50
K2
(£+/(£)2_£ ].e“ %) “'(‘*C)+£_/(£)2_ﬁ
N(t) = 2 2 c 2 2 2 c
ve (B2 e
. (3] o) 4
J?(HC)
N(t):(zoo+soﬁ)e > 4200506
JF(HC)
e > +1
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\ 4

J6 C

0
(200 +50V6)e > +200—50/6
J?CO

e5+1

N(0) =

Cy = solve(N(0) =100) = = 1n[M J6

J6 +2
Dvs. lesningen er:
-2+J6
ﬁ+2]ﬁ]
6

51n

\/F[hL
(200 +506 ) e > +200 —506

N(t) =

51In

246
V6 +2 Jﬁ]
6

\/?[t+
5

e +1
plot(N(t),t=0..20, y=0..400, gridlines, color = blue)
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Maple losning direkte

restart

— 2 k. 400:H:=50-
€= Tog0 (K =400 H =50

20
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dsolve({N'(t) =c'N(t)-(K—N(t)) —H,N(0) =100}, N(1)) :
N = unapply(rhs(%), t) :

Dys. losningen er:
[ [ (5 arcan [ L& _3t)mJ]
) 50 | -2y 6 +3tanh J6

N(t) = - 5 30
plot(N (1), t=0..20,y=0..400, gridlines, color = red)

400

300+

y 2001

1001

¥ Sammenligning af de 2 lesninger

Fra den __ har man dette udtryk for N () :
-2+6
J6 +2

6

51n J6

JE
(200 +506 ) e i +200 —50/6

-2+.6
=0 e
3 \/?6+2 J
e 3 +1

Fra— har man dette udtryk for N (1) :

t+

Ny(1) =
5In

t+
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(sﬁarctanh(@) 3 f) 7

50 | -2+/6 +3tanh 20

J6

Ny(1) =~ 3

Er de identiske?

solve(Nl(t) =N, (1), t) =t
Ja, de 2 funktionsudtryk er identisk for alle r € R!

Graferne ovenfor ser ogsa helt ens ud!



