Projekt: logistisk vaekst med og uden hest Side 1/5 Steen Toft Jergensen

 Projekt: Logistisk vaekst med/uden hest

I dette projekt skal vi arbejde med differentialligninger, specielt med logistisk vaekst og med
en udvidelse, hvor der indgar hest.

Den eksponentielle veekst (type: y'=k-y) vokser eksponentielt uden graenser. Det er en for primitiv
beskrivelse af virkeligheden.

Den logistiske veekst (y'=y- (b — a-y)) laegger en demper pa veksten, s den samlede population
stagnerer pa et niveau kaldet beerekapaciteten.

Hvad sker der, hvis man tilfejer en hast? Det kan vare, at man fanger en bestemt del fisk ud af hele
populationen af fisk.

Problemstillingen er aktuel f.eks. i forbindelse med fastsattelse af fiskekvoter. Ideen er at begrense
fiskeriet, sa fiskearten ikke udder pga. overfiskning.

Inspiration til projektet:

http://www.math.ku.dk/~moller/e00/matbio/lektion9/lektion9.pdf (side 8-12)
Her anvendes notationen derfra.

Matematiske begreber:

« differentialligninger

* fasediagrammer

* linjeelementer

* 2. grads ligning (redder og toppunkt)

Maple begreber:

* dsolve

« dfieldplot - fra DEfools-pakken
» display - fra plots-pakken

* seq

* LogistReg - fra Gym-pakken

GeoGebra:
| e tegning af parabel

V¥ 1. Logistisk vaekst

_Differentialligningen logistisk veekst lyder:

hvor der indgar folgende sterrelser:
* N er populationens storrelse
* ter tiden
* ¢ > 0 er en konstant
| « K > 0 er en konstant

Opg. 1.1

Opskriv den generelle losning 1 handen, idet I oversatter leerebogen notation til ovenstaende.

Y Opg. 1.2
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I_Bestem den generelle losning med Maple.

¥ Opg. 1.3

Vis, at den generelle lgsning kan skrives som N (¢) =

1+ (£ —1)-e‘C'K"

hvor NO er vardien af N til tiden 0, dvs. N (0).

Givet folgende verdier:
*¢=0.002

* K=400

*N(0) =50

¥ Opg. 1.4
I:Indtegn den specifikke losning i Maple.

¥ Opg. 1.5

I:Bestem den vaerdi, som populationen narmer sig til pa lang sigt.

¥ Opg. 1.6
Bestem den veardi, hvor populationen vokser hurtigst.

¥ Opg. 1.7

I:Tegn et plot med linjeelementerne for differentialligningen.

¥ Opg. 1.8

I:Indtegn den specifikke losning fra 1.4 i samme kordinatsystem som plottet fra 1.7.

[N(O) skal pa skift antage veerdierne 50, 100, 150, 200, 250, 300, 350.

Y Opg. 1.9

Indtegn kurveskaren i samme koordinatsystem.

Y Opg. 1.10

I:Indtegn kurveskaren og linjeelementerne i samme koordinatsystem.

V¥ 2. Fasediagram

I ovenstaende opgaver er der afvendt et koordinatsystem, hvor der pa 1. aksen er 7 og pa 2. aksen

er V.
Plottet viser, hvordan populationen udvikler sig med tiden.

I et fasediagram anvendes et koordinatsystem, hvor 1. aksen er N og 2. aksen er N .
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Man plotter differentialligningen i dette koordinatsystem, dvs. indtegner N'=c-N- (K — N).
Ideen er, at man kan se, hvor N vokser og aftager med tiden!

[ Givet fol gende veardier:
*¢=0.002

| « K=400

¥ Opg. 2.1

Tegn fasediagrammet med ovenstiende verdier af konstanterne.

\ 4 Opg. 2.2

Argumenter ud fra fasediagrammet, hvor NV er voksende og aftagende som funktion af 7.

[En konstant L kaldes en /igeveegt, hvis der findes en konstant lesning N (¢) = L.

¥ Opg. 2.3

Bestem ligevagtene ud fra fasediagrammet.

¥V Opg. 2.4

I:Undersejg med Maple om ligevegtene stemmer.

[Fasediagrammet for logistisk vakst er en parabel med grenene nedad, og med 2 rodder.

¥ Opg. 2.5
I:Angiv en generel formel for de 2 redder, udtrykt ved konstanterne ¢ og K.

¥ Opg. 2.6

I:Angiv en generel formel for toppunktet pa parablen, udtrykt ved konstanterne ¢ og K.

[2. koordinaten for toppunktet er netop den maksimale vaeksthastighed af populationen.

Opg. 2.7

Angiv en generel formel for den maksimale vaeksthastighed, udtrykt ved konstanterne c og K.

¥ 3. Logistisk regression

I praksis kan man have givet en stribe mélepunkter, som man formoder folger en logistisk vakst.
Det kunne vare antal bakterier 1 et baegerglas 1 laboratoriet.

Gym-pakken 1 Maple har i Maple 18 faet tilfort en logistisk regression (LogistReg)- efter enske
fra Steen Toft Jorgensen.

Givet folgende data:

L1:[0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11, 12,13, 14, 15,16, 17, 18]

L2:[9.6,18.6,29.0,47.2,71.1, 119.1, 174.6, 257.3, 350.7, 441.0, 513.3, 559.7, 594.8, 629.4,
640.8, 651.1, 655.9, 659.6, 661.8]
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\ 4

\ 4

\ 4

\ 4

¥ Opg. 3.1

|:Lave en graf og bestemt forskriften ved logistisk regression.

Serg for paene enheder pa akserne, og {4 origo med.

¥ Opg. 3.2

Definer funktionen f (x), som resultatet af den logistiske regression.
Beregn forventede funktionsverdier i 7.5 og 25.

V¥ 4. Logistisk vaekst med host

Differentialligningen for logistisk veekst med host lyder:
N'(t) =c-N(t)- (K— N(t)) — H

hvor der indgar folgende storrelser:

* N er populationens storrelse

* ter tiden

* ¢ > 0 er en konstant

* K > 0 er en konstant

* H > 0 er en konstant, kaldet hasten

:Fasediagrammet galder nu ligningen: N'=c-N-(K—N) — H

Opg. 4.1

Beregn en generel formel for redderne, udtrykt ved konstanterne ¢, K og H.

Opg. 4.2

Steen Toft Jergensen

Meningen er, at man modellerer en logistisk veekst, hvor man hele tiden hester fra populationen.
Det kunne veare, at man fisker et konstant antal kg fisk hver time (/4 hvis ¢ er 1 timer).

Bestem en generel formel for toppunktet pd parablen, udtrykt ved konstanterne ¢, K og H.

Opg. 4.3

Den maksimale host bestemmes hvor toppunktet ligger pé 1. aksen.
Kaldes MSY, dvs. 'maximal susstainable yield".
Bestem MSY udtrykt ved konstanterne c og K.

Opg. 4.4
Undersag om MSY er en stabil ligevegt.

Opg. 4.5

Bestem den generelle lasning med Maple.
Undersag pa den engelske Wikipedia, hvad "tanh" er for en funktion.
Tegn grafen for "tanh".
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Givet folgende vardier:
*¢=0.002

* K=400

* H=50

*N(0) =100

V¥ Opg. 4.6
I:Bestem den specifikke losning med Maple.

V¥ Opg. 4.7

Indtegn losningen.

V¥ Opg. 4.8

I:Bestem grensevardien af populationen, nar f— . Brug Maple!

V¥ Opg. 4.9

Beregn vardien af den sterste rod fra opg. 4.1, nar man anvender de givne vaerdier af ¢, K og
H.
Sammenlign med svaret fra opg. 4.8, og sammenlign med svaret fra opg. 1.5.




