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CT-scanner

CT star for "computer tomografi”
(laver billeder, som viser tveersnit —
uden at skaere folk i stykker!).

Apparatet anvendes pa hospitaler til
at undersgge mennesker for
knoglebrud, kraeftknuder, blodprop,
hjerneblgdning mm.

Forskelligt vaev har forskellig densitet,
derfor kan man se detaljer.

Man kan evt. drikke eller fa injiceret
kontrastvaeske, sa det fremtraeder
tydeligere pa skeermen.

| Danmark fandtes i 2023
ca. 230 CT-scannere.



CT-scanning

En Rgntgenstrale sendes ind imod et objekt, og responsen registreres.

Rentgenstralen roterer om objektet.

Ud fra responsen udfgres beregninger, som regner tilbage til objektets form.

Projections

Inversion

—_—

f(z)
>

Slice




CT-scanning

* | foraret 2024 og 2025 var jeg vejleder pa et projekt pa Matlb om CT-
scanning.

* Efterfglgende har jeg arbejdet med hvilke resultater, der registreres.
Det hedder Radon-transformationen af objektet.
Ud fra Radon-transformationen kan man plotte et sakaldt sinogram.

* Selv med simple objekter er det sveert at beregne Radon-transformationen!
Simple objekter (cirkel, firkant, ring), hvor ‘hgjden’ er 1 ellers 0.
Sa teenk pa hvor indviklet det er mht. en menneskekrop med ‘flydende’
overgange mellem mange vaevstyper.

* Hele beregningen fra Radon-transformationen tilbage til objektet gar jeg
ikke ind pa!



Forklarende videoer

* Den finske matematikprofessor Samuli Siltanen har en stribe YouTube-
videoer, som forklarer brugen af CT-scanning populaert.

 Video nr. 101 (start) [5 min 32 sek]:
https://www.youtube.com/watch?v=7pdRg4XLT90
Video nr. 104 (sinogram) [4 min 40 sek]:
https://www.youtube.com/watch?v=bQewSa5ITiQ

e Github: https://github.com/ssiltane/ProfSam Tomo100

e Professor Sam’s YouTube videoer:
https://www.youtube.com/@professor sam/videos

e Samui Siltanens hjemmeside:
https://siltanen-research.net/
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Stralelinjen

* Rpntgenstralingen udsendes i en ret linje,
gar igennem et objekt, og registreres pa maler.

* Der indlaegges et koordinatsystem i 2D.

* Den rette linje defineres ved 2 parametre:
* Linjens vinkel ¢ med y-aksens positive retning
* Linjens mindsteafstand p fra origo

* (cos(wp),sin(wp)) i den stiplede retning er normalvektor til linjen.
Tveervektoren (-sin(¢),cos(wp)) er en retningsvektor til linjen.
Ligningen for linjen lyder: x - cos(y)+y - sin(w)=p

Parametriseringen for linjen lyder: x = p - cos(p)-t - sin(p) og y = p - sin(p)+t - cos(p)



Objekter

* Objekterne har kompakt stgtte, dvs. er O udenfor en kompakt
mangde. Objekterne har densiteten 1.
Det svarer til en funktion f, som en 1 pa objektet, og O udenfor en
kompakt maengde.

* Objekter, som jeg regner pa:
cirkelskive, ringskive, massiv firkant, 2 cirkelskiver etc.

* Objektet placeres symmetrisk om origo.



Radon-transformationen

* Radon-transformationen er opkaldt efter den gstrigske matematiker
Johann Karl August Radon, som indfgrte udtrykket i 1917.

* Radon-transformationen beregnes ved et linjeintegral:
Rf(p, ) :/( ; flz,y)ds.

e Da f har kompakt stgtte, sa ngjes man med t integrere over stgtten,
sa man slipper for at integrere fra -oo til oo,

* Nar f kun har vaerdien O eller 1, sa geelder det om at bestemme
lengden af linjestykket, hvor linjen rammer objektet.



Radon-transformationen

* Definition: i linjeintegralet Rf(p, ) :/ f(z,y)ds

Elpp)
substitueres parametriseringen af x og y
X = p-cos(p)-t-sin(p)ogy = p-sin(p)+t - cos(yp)

 Hermed far man fglgende definition:

Definition af den radon transformerede af f:

[

radon(p, @) :=f f(prcos(@) —¢sin(@), p-sin(¢) + ¢-cos(@) ) di:

- 00

* | praksis integrerer man ikke fra -o< til +eo, men kun over linjestykket, hvor f
ikke er O.



Sinogram

2D-plot i (p, ¢) koordinatsystemet

Radon-transformerede af
et punkt giver en sinus-kurve.
Deraf navnet sinogram.
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Til venstre ser vi to punkter, og til hgjre ser vi de tilsvarende Radon-
transformationer (en linjeintegral gennem et af de to punkter evalueres til 1).

Shepp-Logan fantom og tilsvarende sinogram
: 10
/I



Matematik og Maple metoder

* | dette foredrag vil man stifte bekendtskab med disse metoder:

Geometriske betragtninger i matematik, 2D og 3D

Plotning af sinogram i Maple

Kommandoen assuming i Maple

Opstilling af procedure i Maple

Numerisk integration i Maple

Generaliseret formel vedr. Radon-transformation for en vilkarlig cirkel
Brug af generelle formler, nar figuren flyttes



En cirkel

1 247 <1
flxy) =

_ ' , 0 otherwise

(T

||||||||||||“l.n 1 j

2

Den radon transformerede af [ er:

2
2-41— =<1
Rf(p. o) = P- Ipl
0 otherwise

Hvis |p| > 1. si rammer linjen slet ikke omradet. hvor f er 1. f er simpelthen 0 pa hele linjen.
Derfor er den radon transformerede 0.

Behever sa kun udregne resultatetnar —1 < p < 1.

Pga. rotations symmetri. sa er den radon transformerede uafhsengig af vinklen .
Behever sa kun udregne resultatet nar =0 .

radon(p.0) assuming —1 < p < 1=2, —p2 +1
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En cirkel

e assuming (“under antagelse af”) er en steerk kommando i Maple!

e Uden assuming bliver svaret (uha!):

i

radon(p.0) =2

* Frem for:

1

1
0

1

—/ —s1g11um(p —1] =1 }q —p2+1 n
0

otherwise

0

radon(p.0) assuming —1 < p < 1=2 ‘j" —p2 + 1

‘j.- —signum(p® — 1)

otherwise

=1

J—p'+1

s(J —p*+1)=0

otherwise

* NB: svaret kan udtaenkes ved brug af en tegning og Pythagoras saetning.

A




En cirkel

Sinogrammet tegnes som et
"densityplot” i Maple.

NB: jeg har valgt omvendt sort/hvid.

Sinogram kan tegnes, da den radontranformerede er uafhengig af .

2J1=p ol <1

0 p = 1

Rf(p. @) =

Sinogram:
densityplot(Rf (p, @ ), p=—2..2, @ =0..1, colorscheme = [ "white", "black"])
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En ring

Pga. rotations symmetri, sa er den radon transformerede uafhsengig af vinklen .
Behever sa kun udregne resultatet nar =0 .

Til gengeld athaenger resultatet af p.
Men man kan hurtigt overskue. at kun fa tilfalde er relevante at beregne pa.

assuming2 < p =10

(p.0)
(p,0) assumingl <p <2=2, —p 44
radon(p.0) assuming —1 < p < 1= —Em + 2 m
(p,0) assuming —2 <p <—1=2, —p +4

(p.0)

assumingp < —2=20

Den radon transformerede af [ er:

2(Ja—p?=J1-9") Ppl<1

Rf(p.¢) =/ 2-J4—p° 1 < |p| <2

0 2 < |p|

NB: Man kan sagtens forsta de
5 tilfeelde ud fra eksemplet
med ringen!
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En ring

* Sinogram

Rf(p. @) ==

b

0>

17



2 cirkler

(1 =124 <

i1 [x+2}2+}’2*_1%

0 otherwise
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2 cirkler

* Inspiration fra Kailey Bolles:
https://www.whitman.edu/Documents/
Academics/Mathematics/

SeniorProject KaileyBolles.pdf (side 6) ——

FIGURE 4. Radon transform #(g) of the piecewise-defined func-

tion g at the angles 6 = 0 (upper left), # = % (upper right), 0 = 3

(lower left), and # = 7 (lower right). Note that in this parametriza-
tion, the angle @ is perpendicular to the angle of the line passing

through the object. Image created using Maple.

Men hvordan i Maple?

19
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2 cirkler Vinklen ¢ = 0

11 := radon(p.0) assuming2 < p =0 -
r2:= radon(p,0) assuming0 < p <2 =2,/ —p +2p
13 := radon( p, 0) assuming —% <p<0 =0
r4 := radon( p, 0) assuming —% <p E—% = \/ —4p —16p—15 L5
15 == radon(p, 0) assumingp < — % =0
[ 71 2<p |
Rr{p.0) 1
12 0=p=2 |
3
r3 3 <p=<0
Rf(p) =
5 3
4~y 3 05
! 2 =P=773
ry p {—%

plot(Rf(p ) .p=—3.3.labels=[p.Rf(p.0)']. gridlines)

a2



2 cirkler

Rf(p) = pf'ﬁ%-‘i&é[p > 1, (radon(p, @) assumingp > 1),

1

2 2 2

p < —1, (radon(p,¢) assuming p < —1)] :

0 1<p
2J—p2+1 %ipi]
2 2 1 1
Rf(p) =12y —p +1 + —4p +1 5 <pP< 7

pfof[Rf(p). p=—3.3.labels = {p.'Rf[p. ZEJ ] gﬁ'idﬁfnes]

T
Vinklen @ = EX

——<p< L [f'adon(p.cp) assuming —% <p< i].—1 <p {—%

<p=1l. [I'{Idﬂﬁ[p.cp) assuming % <p< 1].

. [f'adan(p. () assuming —1 < p < —

)

N|l—-




2 cirkler

Rf := unapply [PI'ECE‘**I-‘I'SE[[) = % [F{IdOﬁ(p cp) assuming p =>

3

2

=p< —%. [f'adan(p_cp)

0

. 1"
Vinklen ¢ = —
3
3 1 3 1
P2l il ey 2 _ 2L
3 LY [mdan(p () assuming 3
assuming —% <p< —%].p < —% [fﬂdﬂ?’]‘(p @) assuming p < —%] ] [p]] :

\/—4p2+4p+3

\/—402—813—3

o(-3)-

S4 grafen gir dbenbart helt ned til 0i p =— %

2 =
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2 cirkler

Rf := unapply [pz'eceu-‘i&e[p = % [f'ﬂdO”(P-"-P) assuming p > %]

3

S sp< % [f'adan(p.cp) assuming % <p< —].

Vinklen ¢ =T

5

0<p< % (f'adon(p.cp) assuming 0 < p < %]

—2 < p < 0, (radon(p. @) assuming —2 < p < 0),

p < —2. (radon(p. ) assumingp < —2) ] [p]] :

Rf(p) = |

24 —pz—zp

0 i{p
2
J—4pP+16p—15 2 <p<
2 2
0 Difpf:i
2
—2=<p<0

0 p< —12

plot(Rf(p).p=—3 .3.labels=| p.Rf (p. =) ']. gridlines)

-5

-2 =
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Numerisk integration

Definition af den radon transformerede af f:

oG

radon(p, @) :=f f(p-cos(@) —t-sin(@), p-sin(@) +¢-cos(@)) di:

-_—

* Ved at anvende numerisk integration behgver man ikke at udtaenke
den Radon-transformerede!

Prisen er meget langsom beregning.
Kaldes sa “radonS” frem for “radon”.

radonS(p, @) = int( f(p-cos(@) — t-sin(@), p-sin(@) + t-cos(@) ), t=—3..3, numeric = true) :

* NB: Det hele forgar indenfor -3 til 3 i t. Ikke integrere til/fra oo.



Numerisk integration (en cirkel)

I ¥+ <1

ﬂ%ﬂZ‘

0  otherwise

densfr}pfar(mdonS( P, @), p=—2.2,¢=0.x colorscheme = ["while", "black"])

Radon-transformationen og dermed sinogrammet er uathangig af vinklen .

25

1.8

1.6

1.4

0.8

0.6

02



Numerisk integration (en ring)

I 1<X+)y <4
-f{x,-}.l:l f—

0 otherwise

densit}pfm‘( radonS(p, ¢ ), p=—3.3, ¢ =0 .1, colorscheme = [”white", "b]ack"])

Radon-transformationen og dermed sinogrammet er uathaengig af vinklen ¢.

P
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Numerisk integration (2 cirkler)

I (x=1) 7+ <1
1 2
Sley) =11 (x+2)+7 < o ‘
0 otherwise
densityp!at( radonS(p, @), p=—3.3, @ = 0.1, colorscheme = | "white", "black"]) 13
1
05
Radon-transformationen og dermed sinogrammet er afhsengig af vinklen . 0

27




Numerisk integration (en firkant)

| W <land] <1

flxy) =

0 otherwise

densf{upfm(mdan.g( P, (p) ,p=—2.2,¢=0.m colorscheme = | "white", "b]ack“])

(%)

Radon-transformationen og dermed sinogrammet er afhsengig af vinklen .

28
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Radon-transformeret og sinogram (en firkant)

* Beregning af den Radon-transformerede er meget langharet!

https://steen-toft.dk/mat/ct/firkant.pdf



https://steen-toft.dk/mat/ct/firkant.pdf
https://steen-toft.dk/mat/ct/firkant.pdf
https://steen-toft.dk/mat/ct/firkant.pdf

Radon-transformeret og sinogram (en trekant)

Beregning af den Radon-transformerede er meget langharet!

https://steen-toft.dk/mat/ct/trekant.pdf :

30
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Beregning pa cirkel med centrum (a,b) og r=c

Mere langharet matematik og Maple: 3
https://steen-toft.dk/mat/ct/f-cirkel.pdf 5 .
L x=a)+ (y=b)Y < H |
Jey) = 0 otherwise
0 U E T
-1
_2 -

31
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Beregning pa cirkel med centrum (a,b) og r=c

Procedure for Radon-transformationen

radon ==proc(p, ¢, a, b, ¢) :: real,
]m:alx V, LS, 8, 1, X, Vs Xy Vi d
X, = p- Lm.{go} — tsin( Q) 1Y, = prsin{qa} + t-cos(@) :
LAS = ._f:f}fve(.-mbs(x=xp, Y=y, (x— a) + (y—bh) =c ‘), t) :
t, == LOAS[1]:t, = LOS[2]:
X, = :-';m’:r.'s'(r=1“rT X,) 1y, = .'mb:-r(r=.r;, Y,) -

X, = subs(1=1,,x ) 1y, = subs(t=1,y,) :

d=J (v =x)+ (=0)
returnd :
end proc:

radon(p, @, a, b,c) la-cos(@) + b-sin(@) —p| < ¢
,[p, @, a, b, c] |

(0 otherwise )

Rf. = mmpp{vl



Beregning pa cirkel med centrum (a,b) og r=c
Sinogram af 1 forskudt cirkel

densityplot( Rf.(p, ¢,3,0,2), p=—6..6, ¢ =0..x, colorscheme = [ "white", "black"])

Cirklen har centrum i (3,0) og radius 2.




Beregning pa 2 cirkler

fle,y) =11 (x+2)+y <

0 otherwise

GENIALT:

Nu kan resultatet bestemmes for

enhver vinkel ved 2 kald af den generelle
For en cirkel med givet centrum og radius!

-0

RE(p. 0) = RE(p. 0, 1,0, 1) +Rf{%(pf 0,—2,0,

2

)

1.5

=

34



Sinogram for 2 cirkler

* Nu beregnet med min generelle
cirkelformel.
Og sinogrammet plottet.

* Tidligere beregnes numerisk (langsomt),
og sinogrammet plottet derudfra.

e Og tidligere beregnet Radon-
transformerede for blot 4 vinkler.

35




4 cirkler

1 x—2)24 <1
1 (x+2) 4y <1
fx,y)=11 X+ @p—-2)<1

I ¥+ (p+2)7 <1

0 otherwise

36



4 cirkler

Rf,(p. @) = Rf(p, 9,2,0,1) + Rf(p, ©,—2,0, 1)
+ Rf(p, 0,0,2,1) + RE(p, 9,0,—2, 1)

Sinogram af de 4 cirkler

densityplot( Rf,(p, @), p=—4 .4, 0 = 0.1, colorscheme = [ "white", "black"])

()
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Enring

[

1 1<¥+y' <4

J(xy) =

0 otherwise

I

Radon-transformationen for de 2 cirkler subtraheres:

Rfo (P> @) = Rf:(p, 9,0,0,2) — Rf.(p, 9,0,0,1)

Simpelt og hurtigt!

Forst med konkret beregning,
sa med numerisk beregning, o
og nu med cirkelformel.

a'ensuypiﬂf( Rf

.rmg( ) ] P :_3 ..3, P = ﬂ W TT, EG!OFSC;TEHIE: ["WhitE", "black"]) )




En ring af cirkler!

R:=2:r:= % tni=
cos(0)
ROT(0) :=
sin(9)
rr:'ﬂgﬂ'rkffr ’

18

—sin(0)
cos(9)

Centrum for cirklerne er:

/
C¥ = convert
' b,
/
Cy = convert
b,

/

\
/

kS

ROT

ROT

/

N
/

kS

=1

Rﬂfﬂgﬁirﬂer( P (P) = Z (R}E ( P, @, Cx’ Cy’ P) )

i=1

l

[

2T
n
2T

n

N

4
N

s

= (r-v-cos(u) ,r-v-sin(u)) + ROT(

h!

(R, 0)

h!

(R, 0)

, matrix

, matrix

A

Iy
*

Iy

f-%)&ﬁﬂi —. T; -
1

[1,1] .
. @




En ring af cirkler!

densityplot( Rf,, . AP @) . p=—3.3, 9 =0.m colorscheme = [ "white", "black"])

Klart at sinogrammet er meget merkt omkring |p| =R =2.
En linje med p =2 vil ga gennem meget af cirklerne!
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toft.dk/mat/ct/kegle.pdf

En kegle

Stralingen spredes og absorberes gennem en kegle, som er 1 i toppunktet, og 0, nar (x,y) ligger lzengere end 1

fra origo.

https://steen

otherwise

l—x 0<x<1
0

|

x} =

(

g

) :

g( X+

flx,y)

X+ ,vz < 1
otherwise

0 <

2

l—Jx +y

f(xy) =l

Nu er f ikke blot 0 eller 1.
Men varierer mellem 0 og 1.


https://steen-toft.dk/mat/ct/kegle.pdf
https://steen-toft.dk/mat/ct/kegle.pdf
https://steen-toft.dk/mat/ct/kegle.pdf

En kegle
Vet (= =p +1 +1) _ o (—p 1 +1)

> 5 Il <1

Rfi(p. @) =

0 otherwise

Profilen af den Radon-transformerede (uafhangig af ¢):

pe’ﬂr(Rfl' (p. l}]~ p=—2.2, color=red, view=[—2.2,0.2], grin‘e’:'m'.'v;}

42



En kegle

Sinogram:
densityplot(Rf,(p, @), p=—2.2, ¢ =0..1, colorscheme = [ "white", "black"])

I
I-n-

P
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En generaliseret kegle

Lad a > 0 vare en parameter.

assume( a > ()

I—x" 0<x<1

0 otherwise

g(x) = |

fxy) =g +)7):
= (JF+7) o</iP+)7 <1

0 otherwise

i

flx,p) =

NB: a = 1 giver den sadvanlige kegle!

44



En generaliseret kegle

a=1

a=2

a=3

a=100

45




En generaliseret kegle

*a=3

b

d.:w.si[vp!'ﬂ.!( R, (p.o).p=—2.2,0=0.m,

colorscheme = [ "white", "black"])

P

46



En generaliseret kegle

* 3=100

Minder om cirklen!

0:5-

densityplot( Rf, ., (p, ¢ ). p=—2.2, 0=0.m,

colorscheme = [ "white", "black" ])

-4
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Gaussisk klokke

https://steen-toft.dk/mat/ct/gaussian.pdf

—2 =2
f(xj};) = e X2 )
1 6|
Uafhaengig af vinklen!
1.4|
Rf;.‘,rau.-.'.w{P’ "P) - Rf{p- ﬂ} =J f(PCGS{ﬂJ - J‘Sin{ﬂ), PSI“[U] + F'QGS{{]} )d.:'
- h 2 0% _p 12
=‘ f(p.e‘) dt =e¢ "’ J e ' dr
) e |
2
R P |
Rf;,mm(i)a (P) = e 0.8
06
04
02



https://steen-toft.dk/mat/ct/gaussian.pdf
https://steen-toft.dk/mat/ct/gaussian.pdf
https://steen-toft.dk/mat/ct/gaussian.pdf

Ellipser

* https://steen-toft.dk/mat/ct/ellipse.pdf

e Halvakser
30g?2

e Halvakser
1og4d

* Centrum i origo



https://steen-toft.dk/mat/ct/ellipse.pdf
https://steen-toft.dk/mat/ct/ellipse.pdf
https://steen-toft.dk/mat/ct/ellipse.pdf
https://steen-toft.dk/mat/ct/ellipse.pdf

Shepp-Logan phantom

* Udgangspunktet
er 10 ellipser i
forskellig stgrrelse
og orientering
samt kontrast!

A a ] To Yo &
1. 0.69 | 0.92 | 0.0 0.0 Tk
0.8 | 0.6624 | 0.874 | 0.0 |-0.0184 [ 0°
02| 011 | 031 | 022 0.0 |-18°
0.2 016 | 041 |-0.22 0.0 189
0.1 | 021 [ 025 | 0.0 0.35 0’
0.1 | 0.046 | 0.046 | 0.0 0.1 v
0.1 | 0.046 | 0.046 | 0.0 0.1 0"
0.1 | 0.046 | 0.023 [ -0.08 | -0.605 | 0°
0.1 | 0.023 (0023 0.0 | -0.606 | 0°
0.1 | 0.023 [ 0.046 | 0.06 | -0.605 | 0°

Table B.1 Parameter settings for the Shepp Logan Phantom.
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Shepp-Logan phantom

* https://steen-toft.dk/mat/ct/phantom.pdf

* Kilde (PhD-afhandling, Peter Toft, DTU 1996):
https://backend.orbit.dtu.dk/ws/portalfiles/portal/5529668/Binderl.

pdf

* Generelle formler i appendix B.

If the ellipse is called g4 46,6, 20.4,(Z, %), then the Radon transform is given by

Jpﬁ—[p—:m cos A—yp sinfl)2 . o _ .
G0ty mua(p, 0) = { 2490 P ]p—zocosf—yosinb| < po g 30
0 otherwise

ps = a’cos®(0 — ¢) + b?sin%(0 — ¢) (B.31) -
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Shepp-Logan phantom

Rj;hmﬂnm ( P I[}] =
RE jipse( 1.0, 0.69, 0.92, 0.0, 0.0, 0, p, 0 ) +

R, e —0.8,0.6624, 0.874, 0.0,—0.0184, 0, p, ¢ ) +

18
—0.2,0.11,0.31, 022, 0.0,— ——-
%0 mp,m]Jr

r.l’nr.lpu
18
R pe| —02.0.16,041,—022,00, —< -7 p, @ ]+

(=
R;;Hw([ 0.1,0.21,0.25,0.0,0.35,0,p, ¢ ) +
Rf;ﬁw{,([} 1,0.046,0.046,0.0,0.1,0,p, 9 ) +
RE jis( 0.1, 0.046, 0.046, 0.0,—0.1,0,p, 0 ) +
R e 0-1, 0.046, 0.023,—0.08,—0.605, 0, p, ¢ ) +
Rf;ﬁm([} 1,0.023,0.023, 0.0,—0.605, 0, p, ¢ ) +
RE jiys( 0-1,0.023, 0.046, 0.06,—0.605, 0, p, @ ) :

densigrpfﬂf(ﬂfﬁ;h a”mm(p, ® ) p=—1..1, ¢ =0._m colorscheme = [ "white", “I}lack"]]




Links til hjemmesider med materialer

* Min hjemmeside (steen-toft.dk):
* Projekt CT (Computer Tomografi), Matlb, E24, DTU (hjeelp og links):
https://steen-toft.dk/mat/dtu/20232024/F24/ct.htm

* CT-scanning: Radon-transformeret og sinogrammer (Steens videre arbejde):
https://steen-toft.dk/mat/ct/

* DTU-links (SRP hjzlp):
* Tomografi - Hvordan vi ser det skjulte (V3): https://ct-srp.compute.dtu.dk/v3/

* Tomografikogebogen (V3): https://ct-
srp.compute.dtu.dk/v3/files/Tomografikogebogen.pdf

* Tomografi - Hvordan vi ser det skjulte (V1): https://ct-srp.compute.dtu.dk/v1l/index.php
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Tak for i dag!
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