Arealer som sum / numerisk integration Side 1/16 Steen Toft Jergensen

Arealer som summer

Numerisk integration

http://www.zweigmedia2.com/Real World/integral/numint.html

Her kan ses formlerne, som er implementeret nedenfor med en effektiv kode.

;Antag, at funktionenf er positiv, og man ensker arealet under grafen fraa til b .
| > restart
| > with(plots) : with(Student] Calculus]) :
> ai=13b =3 = x—d 4x 2+
a:=1
b:=3
fmxor x 24 (1)
X

> graf == plot( f(x),x=0..4,y=0..20, gridlines, color =red, thickness=2) :
omrade = plot( f(x),x=1.3,y=0..20, filled, color = red) :
display(omrade, graf’)
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[ Man kan bevise, at fejlen i de forskellige metoder er:
Heajresum og venstresum: fejlen gar som n! (dvs. hvis n =100, sa er fejlen af sterrelsesorden
100 '=10"2=0.01)
Midtsum og trapezsum: fejlen gar som n? (dvs. hvis n =100, sa er fejlen af storrelsesorden
100 2=10"*=0.0001)
Simpsonsum: fejlen gir som nt (dvs. hvis n =100, si er fejlen af sterrelsesorden
100 *=10"*=0.00000001)
Det betyder, at man i praksis anvender Simpsonsum, nér et bestemt integral skal beregnes tilnermet
| (numerisk).

¥ Hojresum (hojre endepunkt i hvert interval)

[ Formel med n inddelinger:

Hojre=[§1f(a+i- ”;“ )J( b—a)

n

> opdeling := Approximatelnt(f (x), 1..3, method = right, output = plot, partition =4,
boxoptions = [ filled = [ color =yellow, transparency =01]]) :
display(opdeling, graf’)




Arealer som sum / numerisk integration Side 3/16 Steen Toft Jergensen

>

> H:=n—>{if(a+l
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A right Riemann sum approximation of [ f(x) dx, where
1
f(x) =X +x+2+ % and the partition is uniform. The

approximate value of the integral is 20.20000000. Number of
subintervals used: 4.
3

> Areal := Jf(x) dx; evalf (%

1
Areal = % +In(3)

)5

[n =4, 'Hojresum'= evalf (H ],

[n =40, 'Hojresum'= evalf

[n =400, 'Hojresum'= evalf (H 400) ) 1;
[n=4000, 'Hajresum'= evalf (H(4000)) ;
[n =40000, 'Hajresum'= evalf (H(40000) ) 1;
[

[

[

[

[

17.76527896 (1.1)

i

n =400000, 'Hajresum'= evalf (H(400000) ) ];

n =4000000, 'Hojresum'= evalf (H (4000000) ) ];

n =40000000, 'Hajresum'= evalf (H(40000000) ) ];

n =400000000, 'Hajresum'= evalf (H (400000000) ) ];

n =4000000000, 'Hajresum'= evalf (H(4000000000) ) ]

[n =4, Hojresum =20.20000000 ]
[n =40, Hojresum =17.99963076 ]
[n =400, Hojresum = 17.78862247 |
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[n =4000, Hojresum =17.76761239 ]
[n =40000, Hajresum =17.76551229 ]
[n =400000, Hojresum =17.76530229 ]
[n =4000000, Hajresum =17.76528129 ]
[n =40000000, Hajresum =17.76527919]
[n =400000000, Hajresum = 17.76527897 |
[n =4000000000, Hojresum =17.76527896 ] (1.2)

_Hﬂj resummerne giver et for stort resultat, fordi funktionen er voksende.

| For et meget stort antal inddelinger vil hejresummen blive = arealet.

V¥ Venstresum (venstre endepunkt i hvert interval)

[ Formel med 7 inddelinger:

n—1

Venstre=[;)f(a+i- b—a )J( b—a)

n n

> opdeling = Approximatelnt(f (x), 1..3, method = left, output = plot, partition =4,
boxoptions = [ filled = [ color = pink, transparency =01]]) :
display(opdeling, graf’)
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A left Riemann sum approximation of | f(x) dx, where
1

f(x) =¥ +x+2+ 1 and the partition is uniform. The
X

approximate value of the integral is 15.53333333. Number of
subintervals used: 4.
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3
> Areal == Jf(x) dx; evalf (%)
1

Areal = 0 +In(3)

3
i 17.76527896 @2.1)
B n—1
s v | oo tze )] (220):
| i=0 n n

> [n=4, Venstresum'=evalf (V(4))];

[n =40, 'Venstresum'=evalf (V (40)) I;

[n =400, 'Venstresum'=evalf (V (400) ) ];

[n=4000, 'Venstresum'= evalf (V (4000) ) I;

[n =40000, 'Venstresum'=evalf (V (40000) ) I;

[n =400000, 'Venstresum'= evalf (V(400000) ) ];

[n=4000000, 'Venstresum'= evalf (¥ (4000000) ) ;

[n =40000000, 'Venstresum'= evalf (V (40000000) ) I;

[n =400000000, 'Venstresum'= evalf (V (400000000) ) ];

[n =4000000000, '"Venstresum'= evalf (¥ (4000000000) ) J;

[n =40000000000, 'Venstresum'= evalf (V' (40000000000) ) ]
[n=4, Venstresum=15.53333333 ]

[n =40, Venstresum=17.53296409 ]
[n =400, Venstresum=17.74195581 ]
[n=4000, Venstresum=17.76294572 ]
[n=40000, Venstresum=17.76504563 ]
[n=400000, Venstresum=17.76525562]
[n=4000000, Venstresum=17.76527662 ]
[n =40000000, Venstresum=17.76527872]
[7n=400000000, Venstresum=17.76527893 ]
[7n =4000000000, Venstresum=17.76527895 ]
[7n=40000000000, Venstresum=17.76527896 ] 2.2)

[ Venstresummerne giver et for lille resultat, fordi funktionen er voksende.
| For et meget stort antal inddelinger vil venstresummen blive = arealet.

Y Midtsum (midtpunkt i hvert interval)

[ Formel med 7 inddelinger:
n—1

Bl (3250 ()

l

Midt = [

> opdeling = Approximatelnt(f (x), 1..3, method = midpoint, output = plot, partition =4,
boxoptions = [ filled = [ color = ¢yan, transparency =01]) :
display(opdeling, graf’)
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A midpoint Riemann sum approximation of | f(x) dx, where
1

f(x) = +x+2+ % and the partition is uniform. The

approximate value of the integral is 17.71475469. Number of
subintervals used: 4.

3
> Areal == Jf(x) dx; evalf (%)
1

Areal = % +In(3)
17.76527896 3.1

n—1

> wimne Tl (i) 250) (250

(> [n=4, Midisum'= evalf (M(4)) ];

[n =40, 'Midtsum'= evalf (M(40)) 1;
[ =400, 'Midtsum'=evalf (M (400)) ];
[
[

n =4000, 'Midtsum'= evalf (M (4000) ) ];
n =40000, 'Midtsum'= evalf (M (40000) ) ]
[n=4, Midtsum =17.71475469 ]

[n =40, Midtsum =17.76476974 ]
[n =400, Midtsum =17.76527386 ]
[n =4000, Midtsum =17.76527890 ]
[n=40000, Midtsum =17.76527896 ] (3.2)

[ Midtsum giver et resultat, som er taettere pa arealet.
| Man behever ikke s mange inddelinger som ved venstre- eller hgjresum.




Arealer som sum / numerisk integration Side 7/16 Steen Toft Jergensen

V¥ Trapezsum (ret linje gennem 2 nabopunkter)

[ Formel med n inddelinger:

> opdeling = Approximatelnt(f(x), 1..3 | output = plot, partition =4,
boxoptions = [ filled = [ " transparency =01]]) :

display(opdeling, graf’)
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An approximation of J f(x) dx using trapezoid rule, where
1

f(x) = +x+2+ % and the partition is uniform. The

approximate value of the integral is 17.86666667. Number of
subintervals used: 4.

3

> Areal := Jf(x) dx; evalf (%)
1

Areal == % +In(3)

17.76527896 @.1)

n—1

_> T==n—>[%+i:zlf(a+i.b;a)_|_f(2b) ],(b—a):

n

> [n=4, 'Trapezsum'=evalf (T(4)) ];
[n =40, 'Trapezsum'=evalf (T(40)) ];
[n =400, 'Trapezsum'=evalf (T(400)) ];
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\ 4

[n=4000, 'Trapezsum'=evalf (T(4000)) ;
[n=40000, 'Trapezsum'= evalf (T (40000) ) ]
[n=4, Trapezsum=17.86666667 ]

[n =40, Trapezsum =17.76629742 |
[n =400, Trapezsum =17.76528914 ]
[n =4000, Trapezsum =17.76527905 ]
[n =40000, Trapezsum =17.76527896 ] “4.2)

_Trapezsum giver et resultat, som er taettere pa arealet.

| Man behever ikke s& mange inddelinger som ved venstre- eller hgjresum.

Simpsonsum (parabler gennem 3 nabopunkter)
_Antag, at n er et LIGE tal.

Formel med » inddelinger:

> opdeling = Approximatelnt
boxoptions = [ filled = |
display(opdeling, graf’)

x), 1.3 output = plot, partition =4,
, transparency =01]) :
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An approximation of J f(x) dx using Simpson's rule, where
1

f(x) = +x+2+ % and the partition is uniform. The

approximate value of the integral is 17.76539202. Number of
subintervals used: 4.

3

> Areal == Jf(x) dx; evalf (%)
1

Areal .= % +1n(3)
17.76527896 (5.1)

| =

b—a
n

IVE

3
> Si=n——-|fla) +4 Zf(a-l—(Z-i—l)-
i=1

2.
3 )]+

f(a +2-

b—a b—a
. ISHE .
) e | ()
> [n=4, 'Simpsonsum'=evalf (S(4)) ];
[n =40, 'Simpsonsum'=evalf (5(40)) ;
[n =400, 'Simpsonsum'= evalf (S(400)) ]
[n =4, Simpsonsum =17.76666667 |
[n =40, Simpsonsum =17.76527916 ]
i [n =400, Simpsonsum =17.76527896 | 5.2)
Simpsonsum giver et resultat, som er meget tzet pa arealet.
Man behever ikke s& mange inddelinger som ved midt- eller trapezsum.
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| NB: Simpsonsum giver eksakt vaerdi pi et 2. grads polynomium!
¥ Formel for Simpsonsum udtrykt ved midtsum og trapezsum
Test med givet f(x)
Tak til Lars-Lund-Hansen, som er kommet med dette indspark.
Generelt gelder der, at Simpsonsummen kan beregnes ud fra midtsummen og trapezsummen:
2 1
S2-n)==-M(n) + —-T(n)
3 3
| Tjek:
> S(40) =%-M(20) + %-T(20)
51647462059568008421173651 _ 51647462059568008421173651 5.1.1)
i 2907213649433169510273840 2907213649433169510273840 o
> is((5.1.1))
i true (5.1.2)
Det stemmer altsd, nar n =20 med den givne funktion f'(x).
I 2 1
> S(2-n) — (?-M(n) + ?-T(n))
134 1 i(32n6 1) =487  (n+1) + 2y (n+1) +24 (n (5.1.3)
n| 9 6 ,° 3
+1)2n5—32n4(n+1)2+£n4(n+1)3) -|-£n‘1’(i n+i)
3 3 2 2
6 5 4
1 32n —24n +8n 2 1 1
[ _ = \II —_— —_
6 6 3" ( 2 T2 ")
1 2(3)0 7_40”6+%”5 I 3 I
+E s +—n‘l’(3n)—?n‘1‘(l+—n)
200 7 8 s
1 3 3 1 1 1 1 1
48 s + n( n—i-z) Zn(2+2n)
3 n
200 7,6, 16 s
R R T T T ve(20)
3 nl| 3 8 n® 2
1 1
) n‘I’(l + ) n)
[ > simplifi(%)
i 0 (5.1.4)
Det stemmer altsa for alle » med den givne funktion f'(x).
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Las nermere om ‘P-funktionen (digamma), som anvender I'-funktionen (gamma):

http://www.maplesoft.com/support/help/maple/view.aspx ?path=Psi

http://www.maplesoft.com/support/help/maple/view.aspx?path=GAMMA

V¥ Formel for Simpsonsum udtrykt ved midtsum og trapezsum
Generelt bevis med vilkarligt f(x)

Nu undersegges om formlen galder for alle n for en vilkérlig funktion:

;> unassign('f")
2 1
> S(2n) — (?-M(n) +?-T(n)) §
1 4 2i—1 2 21 1
?f(l)-l-?;f(l-l- p )-i-? lef(l—i_?)—i_?f(?))
n
1
2 |i+—
2]

n

(5.2.1)

n—1
4

>
a4 =0

3 n

n—1

1
S+ Zf(1+

2 i=1
i 3 n
> simplify( %)

2i
n

) +570)

n n
4 (5.2.2)
n

G I P ey

[ Her ma man si lave lidt hindregning!

Man kan lave en substitution i den anden sum. Lad i vaerej — 1 :
n—1 n—1

;)f(n+2n~i+1 )z > f(n—|—2-(jn—l)—|—1 )zif(n—l—2-(j—1)+l )zji

j—1=0 j=1 n

n
)
Dvs. forste og anden sum i teelleren er identiske!

|| Derfor er formlen korrekt for alle n og for enhver funktion f(x).

V¥ Formel for Simpsonsum udtrykt ved midtsum og trapezsum
Bevis medn=1
2

I:Unders;age omS(2) = 3

M(1) + % -T(1) for en vilkrlig funktion £(x)

Simpson
Y 1) Losning af 3 ligninger med 3 ubekendte
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Simpsonsum skal lave en parabel gennem 3 punkter med x : a, a —2'_ b ,b.
Derefter skal 2. gradspolynomiet integreres fraa til b :
;> restart
> p = x—=AX+Bx+C
p,=x—AxX +Bx+C (5.3.1.1.1)

> L= solve({pl(a) =f(a),p1( < -2|-b ) =f( a-2|-b ),pl(b) :f(b)}, {4, B,
C})
1

L:_‘ 2 (f(b)—Zf(%a—i—Eb) +f(a))

= 5 3 ,B= (5.3.1.1.2)
a—2ab+b

-ﬁ(3f(b)a+f(b)b—4f(%a+%b)a—4f(%a

+%b) b+f(a)a+3f(a)b),C

__ 2 (L 1
S (f(b)a +f(b) ab 4f(2 a+ b)ab

+f(a)ab+f(a) bz)]

(> A = rhs(L[11): B = rhs(L[2]): C == rhs(L[3])

2 (f(b) —2f(% a+ % b) +f(a))
@ —2ab+b

A=

1 1 1 1
B=-————(37 byb—df(LarLp)a—as(Lt
B rmatseb=as(gat g )a=ar(5a
1

+Eb) b+f(a)a+3f(a)b)

f(b)a2+f(b)ab—4f(%a+%b) ab+f(a)ab+fa)b?

C:= . (5.3.1.1.3)
| (-b+a)
> p,(x)
2 (f(b)—Zf(%a—i—%b) +f(a))x2 |
- 31(b 5.3.1.1.4
i —2ab+b (-b—i—a)z((f( be o« )

Hfyb—af(Satgb)a—ar(Satgb)bts@a

+3f(a)b) x)
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f(b)a2+f(b)ab—4f(ia+ib) ab+f(a)ab+fla)b?
. 29T

(-b+a)?

b
> 82, ==Jp1(x) dr

a

(f(b) —2f(%a+%b) +f(a)) (- +5)

S2 .=
! F—2ab+b

W [

(5.3.1.1.5)

I )2((3f(b)a+f(b)b—4f(%a+i )a

1
2 (-b+a 2
1

—4f(%a+3b) b+f(a)a+3f(a)b) (—a2+b2))
+ﬁ((f(b)a2+f(b)ab—4f(%a+%b)ab

+f(a)ab+f(a)b2) (—a—i—b))

> 52, = simplify(52,)

§2, = —%f(b) a—i—%f(b) b—%f(%a—i—%b) +%f(% ¢ (53.1.1.6)

1 1 1
| +2 b)b f(@) a+ ¢ fla)b
\ 4 2) Losning med polynomiel regression
| > with(Gym) :

Lister med datapunkterne:
NB: ~ gor, at funktionen f* virker pa alle elementer 1 listen.

> X = |a, a—zi_b,b}
Xo=la, L a+ % b, b} (53.1.2.1)
> Y= f(X)
o
Y= f(a),f(g a+ b),f(b)} (53.1.2.2)

> PolyReg(X, Y, 2, x)
Error, (in Statistics:—-PolvnomialFit) unable to store
'a' when datatvpe=float[8]

Det kan Maple abenbart ikke lose, nar a og b er ukendte parametre!

\ 4 3) Losning med formel for polynomium gennem givne punkter

Tak til Lars-Lund-Hansen, som er kommet med dette indspark.

Las nermere:

https://en.wikipedia.
org/wiki/Polynomial_interpolation#Constructing_the interpolation_polynomial
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https://en.wikipedia.org/wiki/l.agrange polynomial

em)Eom) o om) (e w)lem) (e 7 (r— zo)(z — ) (z — 70)
) = oz (@ a2 (@ =2 T @ —zo)@—z) @ =z T @z @ —z) (o 2
5[]
| =0 D%gn
> Ni=2
N:=2 (5.3.13.1)

Interpolationsformlen fra WikiPedia implementeres siledes i Maple:

NB: listerne X og ¥ med datapunkterne har indeks fra 1 til 3, derfor ma
summationsvariablene i og j opdateres med 1.
piecewise gor, at nar man kommer til at dividere med 0, sd erstattes udtrykket med
faktoren 1, som er uskyldig!

N+1 N+1 .
> pyi= unapply[ I—Z [(Jljlpiecewise(i=j, 1,i+#], %{%)]'Y[i]],

> ps(x)
(x—%a—%b) (x—=>) f(a) (x —a) (x—b)f(%aﬂ—%b)
(%a_%b)(_b+a) +(_%a+%b) (%a_%b) (5.3.1.3.2)
. (x —a) (x—%a—%b)f(b)
(—a+b)(—%a+%b)
B b
> 852, =Jp3(x)dx
L fla)
§2;= (%a—%Z) T (5.3.1.3.3)
g
(—Ea+5b) (Ea——b)
/(b) )
+ Cain) (_%a+%b) (-a*+b°)
1,
12 12b_1 blbf(a)
L= L
+% : —b+2a :
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T 1b1 f(i‘”ib)
-—a+—b -—a+—0>b
2977
+
o1,
2972
1 |
(— ¢ 2 2b]f(b)
n -a+b -a+b (-a%+b2)
—ia-i-ib
2 977
(-ia—ib)bf(a)(-aw)
)
1 1
(2 a— ) b) (-b+a)
| | |
abf(—a+5bj(-a+b) a(-—a——b)f(b)
_+_ —
1 1 I 1 1 1
I (—2a+2b)(2a—2b) —2a+2b
> 82, = Simplijj/(S23)
__ 1 1 2 (11 2 (L
S25:= = flb)a+ < f(b) b= % (2 a+ b)a—i— 3f(2 ¢ (53134
1 | 1
| +2 b)b— f(@) a+ ¢ fla)b
YV Ers2,=s2,?
> 52,
1 | 2 (1 | 2 (1 1
Cf(B)at < f(b) b 3f(2 a+ b)a—i— 3f(2 a+ o b)b(5.3.1.4.1)
1 1
| ¢ fla)at ~fla)b
> 52,
| | 2 (1 | 2 (1 |
- f(B)a+ < f(b) b 3f(2 a+ b)a—i— 3f(2 a+ b)b(5.3.1.4.2)
1 I
I _6f(a)a+6f(a)b
> 52, — 582,
_ 0 (5.3.1.4.3)
L LJa begge metoder giver samme Simpsonsum!
v]_‘lidtsum
| Midtsummen M (1) beregnes ud areal af et rektangel:
>M1:=f(azi)'(b—a)
M]:Zf(%a-l-%b) (-a+b) (5.3.2.1)
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\ 4 Trapezsum
| Trapezsummen 7'(1) beregnes ud fra areal af et trapez:
> 1= m)j B) .(p—a)
1
TI:= > (f(a) +f(b)) (-a+Db)
Y Stemmer formlen s2= % -M1 + % -T1 ?
;Sammenligning af formlerne:
> 82,
1 1 2 1 1 2 1 1
-6fwuu-ﬁﬂmb—3f(2a+2b)a+3f(2a+2b)b
1 1
I —gflaat~fla)b
2 1
> —-MI+ —-TI
3 + 3
gpra+l%q(w+ﬁ)+lﬂfM)£HM)ka+m
3 2 2 6
L 2 1
> szmpllﬁ/(S21 — (? M1+ 3 'TI))

0

| Ja, formlen stemmer!

(5.3.3.1)

(5.3.4.1)

(5.3.4.2)

(5.3.4.3)



