
(1)(1)

> > 

> > 
> > 

> > 

Arealer som summer
Numerisk integration
http://www.zweigmedia2.com/RealWorld/integral/numint.html

Her kan ses formlerne, som er implementeret nedenfor med en effektiv kode.

Antag, at funktionen   er positiv, og man ønsker arealet under grafen fra  til .



> > 

Man kan bevise, at fejlen i de forskellige metoder er:

Højresum og venstresum: fejlen går som  (dvs. hvis , så er fejlen af størrelsesorden 

Midtsum og trapezsum: fejlen går som (dvs. hvis , så er fejlen af størrelsesorden 

Simpsonsum: fejlen går som (dvs. hvis , så er fejlen af størrelsesorden 

Det betyder, at man i praksis anvender Simpsonsum, når et bestemt integral skal beregnes tilnærmet
(numerisk).

Højresum (højre endepunkt i hvert interval)
Formel med  inddelinger:



(1.1)(1.1)

> > 

> > 

(1.2)(1.2)

> > 

17.76527896



> > 

(1.2)(1.2)
Højresummerne giver et for stort resultat, fordi funktionen er voksende.
For et meget stort antal inddelinger vil højresummen blive = arealet.

Venstresum (venstre endepunkt i hvert interval)
Formel med  inddelinger:



> > 

> > 

> > 

(2.1)(2.1)

> > 

(2.2)(2.2)

(1.2)(1.2)

17.76527896

Venstresummerne giver et for lille resultat, fordi funktionen er voksende.
For et meget stort antal inddelinger vil venstresummen blive = arealet.

Midtsum (midtpunkt i hvert interval)
Formel med  inddelinger:



> > 

> > 

> > 

> > 

(3.2)(3.2)

(3.1)(3.1)

(2.1)(2.1)

(1.2)(1.2)

17.76527896

Midtsum giver et resultat, som er tættere på arealet.
Man behøver ikke så mange inddelinger som ved venstre- eller højresum.



> > 

(4.1)(4.1)

> > 

(4.2)(4.2)

> > 

> > 

> > 

(2.1)(2.1)

(1.2)(1.2)

Trapezsum (ret linje gennem 2 nabopunkter)
Formel med  inddelinger:

17.76527896



> > 

(4.2)(4.2)

> > 

> > 

(2.1)(2.1)

(1.2)(1.2)

Trapezsum giver et resultat, som er tættere på arealet.
Man behøver ikke så mange inddelinger som ved venstre- eller højresum.

Simpsonsum (parabler gennem 3 nabopunkter)
Antag, at  er et LIGE tal.

Formel med  inddelinger:



> > 

(4.2)(4.2)

> > 

> > 

(5.1)(5.1)

(5.2)(5.2)

(2.1)(2.1)

> > 

> > 

(1.2)(1.2)

17.76527896

Simpsonsum giver et resultat, som er meget tæt på arealet.
Man behøver ikke så mange inddelinger som ved midt- eller trapezsum.



(5.1.4)(5.1.4)

> > 

(5.1.3)(5.1.3)

> > 

> > 

(5.1.1)(5.1.1)

(5.1.2)(5.1.2)

(2.1)(2.1)

> > 

> > 

(4.2)(4.2)

> > 

(1.2)(1.2)

NB: Simpsonsum giver eksakt værdi på et 2. grads polynomium!

Formel for Simpsonsum udtrykt ved midtsum og trapezsum
Test med givet 
Tak til Lars-Lund-Hansen, som er kommet med dette indspark.

Generelt gælder der, at Simpsonsummen kan beregnes ud fra midtsummen og trapezsummen:

Tjek:

true
Det stemmer altså, når  med den givne funktion 

0
Det stemmer altså for alle  med den givne funktion .



> > 

> > 

> > 

> > 

(2.1)(2.1)

> > 

(4.2)(4.2)

(5.2.2)(5.2.2)

(5.2.1)(5.2.1)

(1.2)(1.2)

Læs nærmere om -funktionen (digamma), som anvender -funktionen (gamma):

http://www.maplesoft.com/support/help/maple/view.aspx?path=Psi

http://www.maplesoft.com/support/help/maple/view.aspx?path=GAMMA

Formel for Simpsonsum udtrykt ved midtsum og trapezsum
Generelt bevis med vilkårligt 

Nu undersøges om formlen gælder for alle  for en vilkårlig funktion:

Her må man så lave lidt håndregning!

Man kan lave en substitution i den anden sum. Lad  være  :

Dvs. første og anden sum i tælleren er identiske!

Derfor er formlen korrekt for alle  og for enhver funktion .

Formel for Simpsonsum udtrykt ved midtsum og trapezsum
Bevis med 
Undersøge om  for en vilkårlig funktion

Simpson
1) Løsning af 3 ligninger med 3 ubekendte



> > 

(5.3.1.1.1)(5.3.1.1.1)

> > 

(2.1)(2.1)

(5.3.1.1.4)(5.3.1.1.4)

> > 

(4.2)(4.2)

> > 

(5.3.1.1.2)(5.3.1.1.2)

> > 

> > 

(5.3.1.1.3)(5.3.1.1.3)

> > 

(1.2)(1.2)

Simpsonsum skal lave en parabel gennem 3 punkter med :  .

Derefter skal 2. gradspolynomiet integreres fra  til  :



> > 

(5.3.1.1.6)(5.3.1.1.6)

> > 

> > 

(5.3.1.2.1)(5.3.1.2.1)

> > 

(2.1)(2.1)

(5.3.1.2.2)(5.3.1.2.2)

(5.3.1.1.4)(5.3.1.1.4)

> > 

(4.2)(4.2)

> > 

> > 

(5.3.1.1.5)(5.3.1.1.5)

> > 

(1.2)(1.2)

2) Løsning med polynomiel regression

Lister med datapunkterne:
NB: ~ gør, at funktionen   virker på alle elementer i listen.

Error, (in Statistics:-PolynomialFit) unable to store
'a' when datatype=float[8]

Det kan Maple åbenbart ikke løse, når  og  er ukendte parametre!

3) Løsning med formel for polynomium gennem givne punkter

Tak til Lars-Lund-Hansen, som er kommet med dette indspark.

Læs nærmere:

https://en.wikipedia.
org/wiki/Polynomial_interpolation#Constructing_the_interpolation_polynomial



(5.3.1.3.1)(5.3.1.3.1)

(5.3.1.3.2)(5.3.1.3.2)

> > 

> > 

> > 

> > 

(2.1)(2.1)

(5.3.1.1.4)(5.3.1.1.4)

(5.3.1.3.3)(5.3.1.3.3)

> > 

(4.2)(4.2)

> > 

(1.2)(1.2)

https://en.wikipedia.org/wiki/Lagrange_polynomial

Interpolationsformlen fra WikiPedia implementeres således i Maple:
NB: listerne  og  med datapunkterne har indeks fra 1 til 3, derfor må 
summationsvariablene  og  opdateres med 1.

 gør, at når man kommer til at dividere med 0, så erstattes udtrykket med 
faktoren 1, som er uskyldig!



> > 

(5.3.1.4.3)(5.3.1.4.3)

(5.3.2.1)(5.3.2.1)

> > 

(2.1)(2.1)

(5.3.1.1.4)(5.3.1.1.4)

> > 

(5.3.1.3.3)(5.3.1.3.3)

(5.3.1.4.1)(5.3.1.4.1)

> > 

(5.3.1.4.2)(5.3.1.4.2)

> > 

(4.2)(4.2)

> > 

> > 

(5.3.1.3.4)(5.3.1.3.4)

(1.2)(1.2)

Er  ?

0
Ja begge metoder giver samme Simpsonsum!

Midtsum
Midtsummen  beregnes ud areal af et rektangel:



(5.3.4.1)(5.3.4.1)

> > 

(5.3.4.3)(5.3.4.3)

(2.1)(2.1)

(5.3.1.1.4)(5.3.1.1.4)

(5.3.1.3.3)(5.3.1.3.3)

> > 

> > 

> > 

(5.3.4.2)(5.3.4.2)

(4.2)(4.2)

> > 

> > 

(5.3.3.1)(5.3.3.1)

(1.2)(1.2)

Trapezsum
Trapezsummen  beregnes ud fra areal af et trapez:

Stemmer formlen ?
Sammenligning af formlerne:

0
Ja, formlen stemmer!


